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1. Nous nous proposons de compléter, sur un point important, la 
théorie des systèmes d'équations différentielles, linéaires et homo- 
genes, à une variable indépendante et à coefficients uniformes. Dans 
un Mémoire précédent, nous avons démontré que le système 


ñ dr; . . 
(X Lu) mir + AinVyn (ER... N) 


d 


admet, dans le domaine du point æ,. un systeme fondamental de solu- 
tions régulières dans le cas où les coefficients a sont holomorphes dans 
ce domaine. Ces solutions régulières ont pour éléments des sommes 
d'expressions de la forme (.r — r,) 5 (7 — x,), où rest un nombre 
quelconque, et (x —:r,) un polynôme entier en log(a — x,), dont 
les coefficients admettent le point x, comme pôle ou comme point ordi- 
naire. | 
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10 L. SAUVAGE. 

L'objet principal de ce Mémoire est la réciproque de la proposition 
précédente. Nous aurons done décomposé en deux parties la démon- 
stration de l'important théorème suivant : 


Soit un système d'équations différentielles 
ST = An Vite. + GinYn (ls) 


linéaires, homogènes et à coefficients uniformes dans le domaine du 
point x,. Pour que ce système ait toutes ses solutions régulières dans le 
domaine du point xo, tl faut et il suffit qu'il puisse se ramener à la forme 


dy; . 
(2— 2) 7 = bye yt. + Ding’, (E11, 25-2652): 


par une substitution de la forme 


yp liv; (1, 2,...,2), 


où les exposants >; sont des nombres entiers, choisis de telle manière que 
les coefficients soient holomorphes dans le domaine du point x,. 


Nous ajouterons à ce théorème quelques considérations sur cette 
forme remarquable d’un système d'équations différentielles. 
Pour simplifier, nous supposerons le point x, ramené à l’origine. 


2. Rappelons d’abord quelques principes de la théorie générale des 
équations différentielles linéaires, homogènes, et à coefficients uni- 
formes dans le domaine de l'origine 


dy; og 
de Pire ian (v=1,2, we eg Mt). 


Avec les éléments d'un système fondamental quelconque de solu- 
tions, on peut former un déterminant D. Ce déterminant satisfait à la 
relation 


— ” fi . ... 
D — Gefie ,t2,,*+ +Ann) dx, 


où C représente une constante. 
Parmi tous les systèmes fondamentaux de solutions. il en existe au 
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moins un dont les éléments de chaque solution ont la forme générale 
yı= r'P;,(logzr) (1—=1,2,...,n), 


r étant un nombre quelconque qui peut changer avec la solution, et 
P(logx) représentant un polynôme entier en logæ, dont les coeffi- 
cients sont uniformes dans le domaine de l’origine. 

Parmi toutes les solutions, il en existe au moins une 


= X'oi(r) (—=1,9,...,H) 


ne contenant aucun logarithme. 

Lorsque toutes les solutions du système différentiel sont régulières, 
les coefficients des polynömes P admettent l’origine comme pôle (ou 
comme point ordinaire), et réciproquement. 

Nous pouvons maintenant aborder la question principale de ce Mé- 
moire et l’Enoncer de la manière suivante : 

Lorsque l'origine est un pôle pour les coefficients uniformes des po- 


Iynömes P(log.r), quelle est la forme du système d'équations diffé- 
rentielles? 


3. Considerons le systeme fondamental de solutions dont il vient 
d’être parlé, et supposons que l’origine soit un pôle des coefficients 
uniformes des polynömes P(log.r). Les éléments des solutions seront 
des expressions régulières et non des agrégats linéaires d'expressions 
régulières. Dans une même solution x’ P;(logr), on peut choisir r, de 
sorte que les coefficients des polynömes P; soient holomorphes dans 
le domaine de l’origine. Formons dans ces conditions le déterminant 
du système fondamental de solutions, et développons-le, nous aurons 
une expression de la forme 2" M(logr), où R est un nombre quel- 
conque, où H(logzx) est un polynôme entier en logæ et à coefficients 
holomorphes. Nous allons montrer que, si l’on simplifie ces coefficients. 
tous les logarithmes doivent disparaitre. 

En effet, soit 

Jun. ai 
D = 


Vin +++ Van 


le determinant d’un systeme quelconque de solutions. Si la va- 
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riable x fait le tour de l’origine, les nouvelles valeurs des fonctions y 
sont des fonctions linéaires des anciennes valeurs, de sorte que le de- 
terminant D se reproduit multiplié par un déterminant de constantes. 
Soit D, la nouvelle valeur et C une constante, on aura 
D, = CD. 
Posons 
ep V-i —€, 
Le produit Dx? sera uniforme dans le domaine de l'origine, et l'on 


pourra poser 
D = et bir), 


en appelant Ÿ(x) une fonction uniforme dans le domaine de l’ori- 


gine. 
Posons maintenant 


Ii (logz) = pot p; logr + p, logta +...+ py log*a, 


Pos Pis ++, Py Peprésentant des fonctions holomorphes, et identifions 
les deux formes du déterminant D, nous aurons 


are) = ak (po + plogz +...-- plog*.r). 
Faisons faire à la variable x un tour autour de l’origine. Nous aurons, 
en faisant /—-- 1 — à, 


RE re L(x) = RE ERT po + p(logx + ant) +...+ p(logz + 276} ]. 


Posons 
erRi— C.. 
Cette équation s’écrira 
Gar b (x)= Gr ( pot p, loge 4-...-+ mloghr+q+qilogr +... + -1log tr), 


en appelant do. 91» Jas +. gi des fonctions holomorphes. Divisons 
la seconde opération par la première, nous aurons 


C( pot pılogr +...+ p,log*z) 


En faisant tout passer dans un membre, nous aurons une équation 
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algébrique de degré A en log. Une telle équation ne peut exister, car 

elle aurait une infinité de racines; il faut donc que ses coefficients soient 

identiquement nuls. Or le coefficient du terme de degré le plus élevé 

en logx est p\(C — C,). Si p; n'est pas nul, il faut que l’on ait C = C,. 

On en conclut que pet R ne different que par un nombre entier. 
L’équation se réduit ensuite à la relation 


dot Nmloge+...-+m-ılogr =o, 


qui doit être satisfaite identiquement. II est facile de voir que les rela- 


tions 
7-1 = 9% N-2— O, oe eg Jo-- 9 


entrainent les relations 
pPr.= 9, Pr-1= 0 ung Pı == 9. 
Posons ¢ = R + 9,, nous aurons finalement 


LP Y(x) = xk p, 
ou 
U(r) = TP: po. 
Nous voyons donc que le déterminant D est une expression régulière 
sans logarithmes. 
Appliquons a la forme definitive du déterminant D la relation 


D = Cebit Gat e+ Hing Az, 


On sait que cette relation ne peut exister que si le produit 
L(y, + Aus t+... + gn) est holomorphe dans le domaine de l’origine. 
C’est la un résultat fondamental qui va nous conduire au but. 


d ? a ’ [4 e “ 
4. Posons =~ = y’, et du système proposé déduisons le systeme 


da 
d'équations 


PL . 
I. =A,Yır-- oot AınYn» 

' ’ ‘, ! , 
IT. SA ee Ann t Ladies Aan Vans 


Ay Vy. + ŒinYn (= 2,38,...4n). 
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Eliminons y,, Y,, -.., y, au moyen du système proposé : nous aurons 





su — 4 +... + Ayn Y 

dx 11 Yi ... in Pro 

dv, 

Ir = Au +Aıyıt:-:-+ Ana 

dy; . 

ir = Gi Vite. - + Ain Yn (c= 2, By...) 


Ce système aura toutes ses solutions régulières en même temps que le 
précédent. Il faudra donc que le produit æ(a,,+a,;+@a+...+ Ann) 
soit holomorphe dans le domaine de l'origine. Par suite, le produitxa,, 
sera aussi holomorphe, puisque le produit æ(a,, + @..+ ... + Gun) 
est déjà holomorphe. 

En général, tout coefficient a,, dont les deux indices sont égaux 
sera égal au quotient par æ d’une fonction holomorphe. 


5. Introduisons maintenant une solution 
w=x"9(2) (l=1,2,...,2), 
dont les éléments ne contiennent pas de logarithmes, et posons 
Vi Ug; (Ü=1,2,...,n) 
ei 


Sh=On—Q, (h=2,3,...,n). 


Nous obtiendrons un systeme differentiel a coefficients uniformes 


dsp Us u u, u 

— 2 h h 
—— 77 lhe — Qi3— S +... Anh — — @ / Sp À . 
dx Un m) °° Un eu 


Un | 
+ (am Fr — Qin aa) Sn (A _— 2, 3, oe rg n). 
h 


Le systeme en y ayant toutes ses solutions regulieres, le systeme en g 
et, par suite, le systeme en s auront toutes leurs solutions régulières. 
Nous pouvons appliquer au système en = la proposition du paragraphe 
précédent, et nous venons de voir que le produit 


u, Up 
z(ans — in 
un u; 


LY 
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doit être holomorphe dans le domaine de l’origine. Il faudra, pour 


° u . . 
cela, que le produit za,, = soit holomorphe, car les produits xa,, et 
1 


u), vor 
x — sont déjà holomorphes. 


h 


” ° u . 
En général, le produit xa;, — sera holomorphe dans le domaine de 
é 
l'origine. 
Remarquons maintenant que nous pouvons poser 


ui r'TPioqi(x) (C= 1,2,...,2), 


en appelant r un nombre quelconque, ¢,, fa» ..., 6, des nombres 
entiers, ç;(xæ) des fonctions holomorphes différentes de zero pour 
æ—0o. 
Nous pouvons aussi poser 
Up I 
nat = = Bin 
Qih u, rein 
en appelant b;, des fonctions holomorphes toujours dans le même 
domaine. 
Nous tirerons de là 


u Q 
wh — Prn— ach 
u Qi 
et 
Gg . 
Din a! 
__ Gh _ Kin 
An — = 3 

rPi-Pat! cP. Pat! 


et les fonctions «,, seront holomorphes dans le domaine de l’origine. 

Nous voyons maintenant que tout systeme d’équations differentielles 
linéaires, homogènes, à coefficients uniformes, et dont les solutions 
sont toutes régulières, peut prendre la forme 


dy; 11 12 In 

de xe NP Tu Too A ee pipe d'a 
dy, Aes 22 Aen 

dx TP Pit! J + Js + + VPs Pat! In» 
dyn Ant n2 Ann 
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Cette furme générale, où l’on remarquera que l’origine est un pôle 
de tous les coefficients, peut être enfin simplifiée au moyen d’une sub- 
stitution. 

Posons 

Pit Pis (Ü=1,2,...,N0); 


nous aurons 


—— — co Ni Pi pp, Vi. 
r x 


Le terme général du systeme en v sera 
Aik TPE 
—— —— Vt 
TP PAT TP: 
ou 


Aik 
- oT” ( Ae 


Ahk ‘ 
Le terme — y, sera remplacé par 


"ky 


Ark Px ‘ 
. d' 


et le système primitif sera remplacé par le système 


dv; 
TT. = anti +... + (a: + Di)fi Tr. + Ann 


ou encore par le système 
dv; 
(Tr — 2), = bit + + Oin On, 
en reportant l’origine au point x, et en appelant b;, des fonctions holo- 
morphes dans le domaine du point x,, comme au premier paragraphe. 


Le théorème important énoncé au commencement de ce travail se 
trouve donc démontré par l’ensemble des deux Mémoires. 


6. Ce théorème donne une importance particulière aux systèmes 
d'équations de la forme 


dy; _ 
ET. TS An Vit... GinYn (152... 1) 


SOLUTIONS RÉGULIÈRES D'UN SYSTÈME D EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 17 


et, pour cette raison, nous ajouterons à ce qui précède quelques consi- 
dérations sur ces systèmes. 

Les coefficients a sont des séries. On peut, dans ces séries, altérer 
comme on veut les coefficients des termes, sans que le théorème précé- 
dent cesse d’être applicable. En particulier, on peut supprimer des 
termes. On peut, par exemple, supprimer tous les termes, sauf le terme 
constant dans chaque série. 

Les termes constants des séries a ont une importance particulière. 
Ce sont eux seuls qui servent à former l'équation caractéristique. Nous 
avons, dans un Mémoire spécial, étudié les systèmes d'équations à 
coefficients constants. Les propriétés que nous avons signalées pour 
leurs équations caractéristiques s’étendent aux systèmes à coefficients 
variables ('). | 


7. On peut éliminer rn — ı inconnues y dans un systeme de n équa- 
tions. Il est intéressant de savoir si l’équation différentielle qui en ré- 
sulte présente d'une façon évidente les caractères d'une équation à 
intégrales régulières. Nous allons faire le calcul de l'élimination, et, 
pour la symétrie, nous poserons 


SMI Yates. + Any 


en appelant z une inconnue à déterminer, et À,, À, ..., À, des nombres 
constants quelconques. Nous formerons même l'équation en z, lorsque 
Viv Yas ses Ya Sont déterminées par les équations 


dy . 
res = AnYi+e. + Ginn (i=b2,...,n), 


p étant un exposant quelconque, égal à 1 dans le cas particulier des 
systèmes à solutions régulières. Les coefficients a sont supposés holo- 
morphes dans le domaine de l’origine, et ne sont pas tous nuls 
pour x = oO. 

Nous pourrons poser, en général, 


dé y I 
TE == LP (Af, Yi +. . + Af,Yn) 





(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, novembre 1884. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome V.— Janvier 1888. 3 


18 L. SAUVAGE. 


et, pour g entier et positif, les fonctions A}; seront holomorphes dans 
le domaine de l’origine. Les fonctions a;; peuvent s'écrire A;,. 

La proposition étant vraie pour # = 1, il suffit de démontrer que, si 
elle est vraie pour la valeur 4, elle est vraie pour la valeur # + 1. 

En derivant l'équation précédente, on a 


dk+! k k 
a _ 0 Mn ey a) 





dak+! 7 ho dx * dx 
| _ dy «Yn ko 


dy; 
En remplaçant les dérivées 27 par leurs valeurs tirées des équations 


proposées, on obtient 


de y; _ ket 
où l’on a 


AB ze AY po ret Ah (AB Ai IV; 
— de — 9 i ( tj Te. + in Any) 


On peut done former les équations 


dk Vi _ 


I . . . 
def ~ wap Adi ++ Aya) (4—=1,2,...,N). 


Nous aurons ensuite successivement 


dfz = ia x ) dy, 
dk 1% + + hr Wank’ 
d*s | j 
ale =) (Al, +. we + AË,Yn) +... + An (AG T1 = Ann) 
dk z 
ek? I, = = (HAT Hr... HA It + (HAT, +. AN) ne 


Nous écrirons plus simplement 


d* s 
re = =Payıt---+ Prada 
En faisant 4 — 1, 2, ..., ndans cette équation, nous obtenons x équa- 


lions du premier degré en y,, Ya» ++, Yn. Avec l'équation qui définit s, 


SOLUTIONS REGULIERES D'UN SYSTEME D’EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. IQ 


nous avons un systeme de n + ı équations, auxquelles satisfont toutes 
les fonctions z formées avec les nombres À,, As, ..., À,. Elles satisfont 
encore à l'équation obtenue en éliminant y,, Yo. ..., Yn» c’est-à-dire à 
l'équation 





rnp Pat Pan 
d' 3 
ann —— em P.-1, Prin = O 
5 À, An 


Cette équation développée prend la forme 


d"z dr-13 dz 
cp AT + r'n-UPp À, der-i +... + a? Ay, 7, 


PTE + 4,3 —o 


et les fonctions A, A,, ..., À, sont hulomorphes dans le domaine de l’o- 
rigine si le nombre ¢ est entier. 

La forme de cette équation se prête à l’application des théories de 
MM. Thomé, Frœbenius et Floquet. Nous n’insisterons que dans le cas 
important où l’onag =. 

Dans ce cas particulier, l’équation qui résulte de l'élimination sera 


ds 14, dtts ı À,_, ds ı A, 


dx" za dx"-! ei À dx mA 


so, 


Dans le cas de = 1, le systeme différentiel a toutes ses solutions régu- 


lières. Il en sera de même de l’&quation précédente. On en conclut 


que les rapports a doivent étre holomorphes dans le domaine de l’ori- 


gine. 

De là une propriété curieuse des expressions A, A,, A,, ..., A,. Si 
la premiere est divisible par une puissance de x, les autres sont aussi 
divisibles par cette puissance de x. Si l’on démontrait d’une manière 
directe cette proposition d’Algebre, on en conclurait que l’&quation 
différentielle d’ordre n a toutes ses intégrales régulières, quels que 
soient les nombres A,, A,, ..., Ag, et, comme conséquence, il serait 
prouvé que le système différentiel, dans le cas de £ = 1, a toutes ses 
solutions régulières, proposition que nous démontrons dans notre 
premier Mémoire d'une autre manière. 
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8. Nous ajouterons enfin une remarque au calcul d'élimination pré- 
cédent. Considérons un système quelconque d’équations différentielles 
de la forme 
Vz ay ype. + Gin Yn ((=1,2,...,n), 
et proposons-nous de chercher dans quels cas l'équation différentielle 
en s=A,¥, +... HALYn Dest pas d'ordre xn. 

D'abord z satisfait à une équation différentielle linéaire. et homo- 
gène. Supposons, en effet, que la variable x tourne autour de l'ori- 
gine. Les fonctions y,;, ..., Ya: prennent des valeurs nouvelles liées 
aux anciennes par des relations linéaires a coefficients constants de la 
forme 

Yui = Ch Ye +. + Cin Yin 
Les n fonctions 


Se Nut. tan ni (Ü1,2,...,n). 


deviendront 
Z; — A Yu+. . + An Vai 
ou 
2 = (Cu Yu +...+ Cin Yin) +...+ An(CiiYni r...+ Cin Yan) 
ou 
. 4, = Ci (Ay Yu +. + An Yar) +. + Cin(As Vin +: + InYan) 
ou 


Z; = Cnsi+...+ Cinsne 


On sait que, dans ce cas, les n fonctions 3,, 3,, ..., 2, forment un 
système fondamental d'intégrales d'une équation différentielle linéaire 
et homogène d’ordre n, mais à la condition que ces n fonctions soient 
linéairement indépendantes. Dans le cas contraire, l'ordre de l’équa- 
tion différentielle est inférieure a 7. 

La question que nous nous sommes posée revient donc à chercher les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que les z fonctions 3 soient 
linéairement indépendantes. 

Soient d’abord donnés des nombres A,, Az, ..., An. Écrivons qu'il y a 
une relation de la forme C,s, +... + C„5,= 0 entre les n fonctions s 
définies par les relations 


Si = À d'u +....+ À, Fri. 
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Cette relation donnera 


CC Yash An nr) Hee + On Yin te ++ An Yan) = 0 


ou 
Av(Cy Wut. + Cn yin) +. + An (Oy Yar t+. + Ca Yann) = 0: 


Or les parentheses contiennent les éléments d’une certaine solution du 
systeme différentiel. Neus voyons donc que, dans le cas où l’équation 
en s est d'ordre inférieur à n, il correspond aux nombres donnés À,, 
Aa, ..., A, une certaine solution n,,. Nas - ..-. , Na du systeme différentiel, 
et entre les éléments de cette solution existe la relation 


AN +: . + Ann = 0. 


Réciproquement, supposons qu'il existe une solution n,, No. .-., Na 
du systeme différentiel dont les éléments satisfassent à la relation 


Any +. + NZ oO, 


Exprimons ces éléments en fonctions des éléments d’un système fon- ° 
damental de solutions, nous aurons. 


n=CyYu+: + Ca Yin 
et, par suite, 


À (C1 Ya +. + Cr Jin) +... + (Gin +. -+ Cr yan) = 9 ù 


ou 
CT +. + An Yni) +: + CAA in +.. w+ An Yan) =9. 


Il en. résulle que les 2 fonctions 
By Ay rite + Anni 


ne seront pas linéairement indépendantes. 
On peut conclure de là que, à toute solution n,, Ns, ..., Yn du sys- 
- teme différentiel satisfaisant à une relation de la forme 


ANH... + AgN, = 0 
correspond une équation différentielle en: 


s=-hyıt- + Anyn 
d’ordre inferieur An. 
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En résumé, l'équation en 3=A,y, +... + À, y, où les À restent 
indéterminés sera toujours d'ordre n, sauf dans le cas tres particulier 
où toutes les solutions n,, Nas ..., N du système différentiel satisfe- 
raient à des relations linéaires et homogènes dont les coefficients con- 
stants correspondraient respectivement à chacune de ces solutions. 


nn 
nn nn en en 


SUR QUELQUES APPLICATIONS 


DE LA 


THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


À LA 


THÉORIE DES NOMBRES, 


Par M. Pierre NAZIMOW, 


DOCTEUR ES SCIENCES MATHÉMATIQUES PURES. 


AVANT-PROPOS. 


Au commencement de l’année 1885, j'ai publié en langue russe un 
Traité intitulé : Sur les applications de la theorie des fonctions elliptiques 
à la théorie des nombres, 424 pages in-8°. Le présent article est une ana- 
lyse de ce Traité. Comme quelques Chapitres de mon Ouvrage ont pour 
objet des théories étudiées assez en détail dans plusieurs Recueils 
français ou allemands, je n’en exposerai qu’une partie. Ainsi le Cha- 
pitre IT, où est résumé un Mémoire de Jacobi ('), le Chapitre V, où est 
résumé un Mémoire d’Eisenstein (?), le Chapitre VII et dernier, qui 
traite des méthodes suivies par MM. Kronecker et Gierster pour dé- 
duire les formules qui portent leurs noms, ne seront pas analysés 
complètement; le Chapitre VII sera laissé de côté, parce que divers 
articles de M. Gierster (*) contiennent un exposé assez détaillé des 
travaux qui en font l’objet. Pour les quatre autres Chapitres, nous 


SR i ee 


(1) Ueber unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich in zwei verschiedenen qua- 
dratischen Formen enthalten sind (Journal de Crelle, t. 37). 

(?) Ueber die Irreductibilitat und einige andere Figenschaften der Gleichung, von 
welcher die Theilung der ganzen Lemniscate abhängt (Journal de Crelle, t. 39). 

(?) Mathematische Annalen, t. XVII, XXI et XXII. 
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allons les resumer en faisant correspondre a chacun d’eux un Cha- 
pitre de cet article. 
Nous ferons usage des notations suivantes : 


i 
K =[ AT 7 ——————— -y Kkrz1-— k?, 
Jo Vii — 2) (1 — A7) 


rk 


1 
_, dx sk 
K = f PRE ? q—e K , 
; V(r — 2?) (1 — kz) 
Les fonctions de Jacobi seront représentées par ©, S,, 5, et 5, : 


(1) S(2,q)=3 (v7) =1—2q cos2z+-2q' cos4x—2q° cos6xr+...+(—1)"2q" cosanc-+..., 


(2) 33(2,9)=33(7) =1+2qcos2r+2qg'cos4z+2q° cos6r+...4+297"' COS2NZT +..., 
1 9 25 1\3 
(3) lag) le) ag sin x —2q' sin3æ-+agsinÿz + (—1y"2ql" À) Sin(2n-+-1)27+..., 


1 9 25 1\! 
(4) (29) = Ar) ag cosz-+ agi cos 3 + aq" cosha-+...+2g) +3) COS(2n+1)r +... 
Les trois fonctions elliptiques seront représentées d’une des ma- 

nières suivantes : 





























. (° x ) . (= ) 2Kzx 2Kr 1 S, (x) 
sin am(——»q}=sinam »>k)= sin am = == —— > 
T T Vk S(x) 
cosam (© ) cosam ("= k — cosam ?E* aKz _ K 212) 
4] n>) = VE S(z)’ 
- I 
A mg) = a am (2, 4) = À am 2K2 _ A2Kz_vA Ir) 
T Tt s(z) 





CHAPITRE 1. 


LA PREMIERE METIIODE DE JACOBI. 


en 


Les séries trigonométriques qu’on étudie dans la theorie des fonc- 

° tions elliptiques peuvent être employées de deux manières différentes 
pour obtenir des théorèmes arithmétiques. La première consiste à 
prendre ces séries sous leurs formes générales et à en déduire des 
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théorèmes, où interviennent des fonctions arbitraires; en spécialisant 
ces fonctions, on a divers théorèmes particuliers. La seconde consiste 
à déduire les théorèmes particuliers par une méthode directe, que 
M. Bougaieff a très bien caractérisée en l'appelant la methode des con- 
stantes elliptiques. Cette seconde méthode a été suivie de préférence 
par divers auteurs, qui ont abordé, après Jacobi, ces sortes de ques- 
tions. Jacobi, dans le troisième Volume du Journal de Crelle, a indiqué 
en quelques lignes le principe de cette méthade. Qu’on prenne quelque 
constante elliptique, fonction de K et A; cette conslante peut être re- 
gardée comme provenant de telle ou telle fonction, dont le dévelop- 
pement en série trigonométrique est donné dans certains cas par la 
théorie des fonctions elliptiques, et dans d'autres cas peut se déduire 
par des opérations élémentaires de séries trigonométriques connues. 
On obtiendra ainsi des relations contenant des séries trigonométriques 
dont l’argument aura une valeur particulière. En comparant les coef- 
ficients des mêmes puissances de g dans les deux membres de ces iden- 
tités, on trouvera des théorèmes arithméliques. 

Dans ce Chapitre, nous nous occuperons seulement d'une classe 
toute spéciale de théorèmes arithmétiques, savoir ceux qui concernent 
le nombre des solutions de certaines équations indéterminées du se- 
cond ordre, propositions de la nature de celles dont Liouville a publié 
un si grand nombre dans les premiers Volumes de la seconde série de 
son Journal. Mais d'abord nous devons rappeler les séries trigonomé- 
triques qui reviendront le plus souvent au cours de cet article. Nous 
donnons à ces séries deux formes différentes : dans l’une, les termes 
seront ordonnés suivant les multiples croissants de la variable qui 
entre dans les arguments des fonctions trigonométriques; dans l’autre, 
les termes seront ordonnés suivant les puissances croissantes de g. 


a=e 








_ Kk Va zn —1 — , 
(3) — sinam 4 yM eo Dora inan-ne=i] (ve N > snde 
n=1 =1ı 2n—1= dû 
KR, aka _ ung 
sin?am = ‚2 i_q@ (1— cos2nz) 
(6) « n=e 
=8ÿ 7" > dti cosade)| 
n=1 n=d(25—1) 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome V. — Janvier 1888. " A 
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SAM = nz HSE sin(2r — ı)r 
ni 
(7) n=e 
=—— +4) [7 > sinçad— ne |, 
ni n=(2d —1)6 
33(.7r) ‘gt cos(4{n—2)r 
n=! 
_ı V 2n—1 L | 
— À ln > qomnde), 
n=1 @n—i=—do 
> u a= S 1 on LV: q" : 
og (x) = — ñ gen ri gm cos2n 
ni n=l 
n= an na 
"D Se Rie 2 ne) 
n=i 7 ni n=4129—1) 
n—=œ 113 
VE ake on am ? KES (2) = 6 59" sinanzlg tg Fa, +g - (m3) ] 
(10) { ns 5 
| (0 > sino), 
n=0 kn+3= dû 








- ns Lens 
vez sinam 247 9, (2) = DY ™ sin(2n +1)r(1 + 2g-'+...+29q7"') 


(11) Te 1 N 
| ze > sin 2). 





$n+t=d6 
Etant donnée une équation indéterminée du second degré, telle que 
axi+ bry+cey*+dr+ey=n, 
on peut toujours mettre cette équation sous la forme 
ax*+abzry+cyi=n, 


où a,b, c et n sont des nombres entiers. Pour déterminer le nombre 
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des solutions entières de cette dernière équation, considérons la somme 
double 


1 1 
_ ~—(ac—b 
(12) >» aah? >») mn oe 


dans laquelle x et y prennent toutes les valeurs entières depuis — oo 
jusqu’à + 2. Faisons y = at + A; il vient 


ar+by=a(r+ bt) + bÀ—= af +b); 


la somme (12) prendra la forme 


Im HB) 1 (ac — b*)(at +} 
a . 
LL | 


tet ¢ doivent varier depuis — x jusqu’à + 2 et À de o jusqu’à a — 1. 
Dans le cas où a, c et ac — b* sont positifs, la dernière somme peut 


être représentée par une somme de a termes, contenant les produits 
des fonctions de Jacobi : 


=a—t 
(13) > q*33(bilogq, 9°) S3[(ae — b*)Adlogg, gatac-6)]. 
.=0 


Dans beaucoup de cas, on pourra donner a (13) une forme plus simple. 
Mais à ces produits de fonctions 3 on peut substituer le produit de 28 
soit par une fonction du module #, soit par des fonctions elliptiques à 
arguments parliculiers. Sous cette derniere forme, on peut évidemment 
considérer la somme (13) comme provenant d'une fonction elliptique 
dans laquelle on a donné à l’argument une valeur particulière. 

Dans le cas où a et ac — b? sont des puissances de 2, on trouvera 
dans les formules de Landen le moyen de représenter (13) par une 
fonction de £. Apres ces calculs, on saura dans beaucoup de cas de 
quelle fonction elliptique se déduit cette fonction de #. Pour les fonc- 
tions elliptiques, on a des séries Irigonometriques. Eu comparant les 
coefficients des mêmes puissances de g dans la première somme (12) 
et dans la nouvelle série trigonométrique, on aura des théorèmes con- 
cernant le nombre des solutions de l'équation indéterminée en ques- 
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tion. Ainsi 
24231 — e _ 1 2K ,—; 
DV + ) — 3;(0, 7) 33(0, g?) = Va Fr VI +h’, 


. . T | ER 
Faisons maintenant a2 = i dans la formule (7); alors la série (7) 


nous donnera précisément la fonction cherchée de K et X. On obtient 


ainsi 
A=+0 y= +® 


> > era [r > nad} | 


I =—- 0 y=—» nl n=(îd—1,à 
nz» 
1 (dı+d) 
=a Ble > (— 1)? I 
n—i n=(2d —1)6 


La comparaison des coefficients de g” dans les deux membres de la 
dernière égalité donne aisément ce théorème : 


Taéorème. — La moitié du nombre des solutions de l’équation 
z+ 2y'=n 

est égale au nombre des diviseurs den, ayant la forme 8p + 1 et 8p + 3. 
diminué du nombre des diviseurs de n, dont la forme est 8p + 5 ou 
8p + 7. 

Ce qu’on a dit dans le cas où a et ac — 5? sont des puissances de 2 
subsiste quand a et ac — b? sont quelconques; seulement les formules 
de Landen doivent alors être remplacées par d’autres, celles, par 


exemple, que donne la théorie de la transformation. 
Si l’on veut étudier le nombre des solutions entières de l'équation 


nz +-my°’—=Pp; 


net m représentant des nombres impairs positifs et p un entier positif 
quelconque, il faut recourir au produit 5,(0, 9”) 2;(0, 9”). La theorie 
de la transformation nous donne immédiatement 





33(0, 7") 33(0, 9") = 


Anta | 2hK 4a ohK 
2 sin am —— 2 Sin AM —— 
n m 





(14) 





h=1 SIM ————— 4-1 SInam 
n m 


\ 
K 
1 2 
I Sun Il (2h —ı)K Il . (ah—ı)K 
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Remplaçons — À par ane et supposons que les nombres z et m n’ont 


pas de diviseur commun. Le second membre de l’équation (14) sera 
! 
une fonction doublement périodique de x aux périodes x et NE ; cette 


fonction aura seulement des infinis simples. On peut donc lui appli- 
quer le théorème énoncé à la page 257.de la Theorie des fonctions ellip- 
tiques de Briot et Bouquet; on a ainsi 


es) Erna Da [ fete) (den en) || 


a, désignant l’affixe d’un infini de F(x) compris dans le parallélo- 
gramme élémentaire. La somme indiquée doit être étendue à tous les 
a,. Dans cette somme, les A, sont généralement des fonctions du mo- 
dule A; dans les rares cas où les A, sont des quantités numériques, 
notre probleme sera résulu complètement. 

Je donne, avec quelques remarques concernant les proprietes de ces 
infinis a,, cinq théorèmes relatifs à des cas où les A, ont des valeurs 
numériques, et j'applique ces théorèmes aux équations 

r+oyion, +7y—n. 
Comme ces théorèmes ont une application très restreinte, tout en pou- 
vant être appliqués aussi aux équations 
a+ 3y = n, +-ry+y? =a, 

ar’ +2ry+3y’—n, +-ıy+2y’=n, 
je les passe sous silence, d’autant plus volontiers que cette méthode 
peut toujours être suppléée par d’autres procédés plus rapides et qui 
s'appliquent encore à des cas où elle tombe en défaut. 

Cherchons, comme exemple, le nombre des solutions entières de 
l'équation æ?+ 37? = n. Nous avons 


. Tr 
a 
be 28 tt 
Tv 





Fr 


Kr 


2 
. ; Gus 
: = v3 N dx rao 


(18) 
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Mais la théorie des fonctions elliptiques nous donne 


dlogcosam ake r=e 


: 
(7) tang +4 Ÿ 


r—i 


FF sin2rz;, 


on aura donc 


yer =! +3 > x(2n—1) [(g?°-! + 3q"-1) + 3 q'stan-0) + 3 q°t27 0 +, ..1. 


x(2n — ı) est la difference entre le nombre des diviseurs de an — 1, 
qui sont de la forme 67 + 1, et celui des diviseurs de la forme 6r + 5 


THÉORÈME. — Pour déterminer la moitié du nombre des solutions de 
l'équation 
x?+5yi—2n—1, 
il faut du nombre des diviseurs de an — ı qui sont de la forme 6r + 1 
soustraire celui des diviseurs de la forme Gr + 5. 
L'équation 
z+ 3Zy?= 222-1(an — 1) (a21) 
n’a pas de solution. L’équation 
2?+ 3y?= 23%(an —1) (a21) 
a trois fois plus de solutions que 
z+ 3yi=an—t. 
Passons maintenant aux équations indéterminées, contenant quatre 


ou SIX inconnues. 
Pour les équations 4 quatre inconnues, on pourra réduire la somme 


2 
infinie, dont dépend la résolution du probleme, au produit de ak! 
T 


soit par une fonction du module &, soit par une fonction doublement 
périodique d’un argument particulier. Dans tous les cas, la difficulté 
consiste seulement dans le choix de la fonction doublement pério- 
dique, dont la valeur trouvée doit provenir après le remplacement de 
l’argument variable par l'argument particulier. Soit f(x) cette fonc- 
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Lion; elle doit avoir des infinis doubles; mais ces infinis doubles peuvent 


. 9 9 ° (2 . 
être tels qu’au voisinage de l’un d'eux la fonction f(x) soit de la 
forme A, z étant l’aceroissement infiniment petit de x et A une con- 


2 
stante, ou bien tels que f(x) soit de la forme À + 2 Dans le pre- 


mier cas seulement, et encore si A est un nombre, le probleme sera 
résolu par la fonction elliptique f(x); dans tout autre cas, on devra 
recourir à d'autres moyens pour résoudre la question. 


Pour les équations à six inconnues, les considérations qui précèdent 
, | , -. SK? 
changent seulement en ce qu'on est ramené au produit —- f(x), f(x) 


étant une fonction doublement périodique à infinis triples. Ces infinis 





A . 
— aux environs de 


chacun d’eux; pour que le problème se résolve immédiatement, il faut 
que À ait une valeur numérique. Je donne beaucoup d’exemples qui 
éclairent les considérations précédentes; tous ces exemples sont pris 
parmi ceux que Liouville a publiés en si grand nombre dans les pre- 
miers Volumes de la seconde série de son Journal. 

Exemple. — Soit à étudier le nombre des solutions entières de 
l'équation | 

z+ yi+ s+2f—= n. 


Pour résoudre ce problème, il faut considérer le produit 
aK?ya — 
33 (0,7) 33(0, 7?) = ed 


Je cherche premièrement une série trigonométrique pour la fonction 


A?a na — A?am a De l'égalité (6) et de l’identite 


aK.r vee aKr 
A?am —— =1— «? sin? am 





on déduit aisément 


4K?/,,. 3K'c : met (Va — Va — Var + Var) 
19) 4 (atam + — A'am *) = 4 D or 


r=i 


32 P. NAZIMOW. 


Mais on connaît la formule (') 


| Ki 
E ' cosam À + A am * r 
Eu (20) rn EA LANIENE: TEL 


4 1+ cosam ++ Vk +Vi+k 
= (t+ k)\G+Vk)—(k + VAI. 


De même on trouvera 
Atam 7 =(1+k)(1+Vk)+(k+Vk) Vi +h, 
: bs re 
; Kt (ara m Nam) = (A+ VR) VIE 





Remplacons dans la dernière formule g par g*; le second membre de- 


RE (1— k')V¥1+#, et la formule (19) donne 











(21) Kiva — k’) Yırk LE ki — pe —f gr) 


D'autre part, en différentiant l'égalité (5), on trouve 


AR kyr R= U kcosam (7 +K') dam (5 +k’) 
(22) a 
— Vÿ2 — 4 PL cos(ar— nd 


que 


Des formules (21) et (22) on déduit 








2 v2 arten ar +1 2r+1 
Vi Fi) ET 
r=0 


(23) ‚za 
r_p3r__ nr 7r 
+857 HN), 


1—q*" 
Soit m un nombre impair. Le coefficient de g” dans la seconde des 


(1) Briot et BovquetT, Theorie des fonctions elliptiques, p. 565. 
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deux séries précédentes est 


1 72. 
82(—1#"  d=«,(m), 


en supposant m = do et étendant la sommation à toutes les solutions 


positives et entières de m = dö. Le coefficient de g™ dans la premiere 
série est 


4. a 
—2w(m)=— 2¥(—1)** ” d. 
Si m= 8/41, on aura 


a(m)=w,(m) 


et, si m = 8/23, 
w(m) =—w,(m). 


D'où les théorèmes suivants : 
TuÉoRèME I. — Le nombre des solutions entières de l’equation 
+ p+s+al=m 


est egal à 6w,(m), quand m=8l+1, et à 10w,(m), quand 
m=8l+3. 


THÉORÈME Il. — Le nombre des solutions entières de l'équation 
r+ Pi+ stat —= 2m (2>o) 
est donné par la formule 


Lim 


2 [aus — (— 1) 


"| a), (me). 


Les mêmes séries trigonométriques interviennent dans la recherche 
du nombre des solutions entières de l’équation 


r*+ ay?+ 165 +160 = 81+ 3. 


Seulement, outre les series précédentes, il faut en considérer une 
autre d’un caractère tout à fait différent; car on aura à déterminer 
332(0, 9?)3,(0,g), ce qui nous donnera dans le coefficient de q**° 


rn , . . .. 
une somme 22(—1)* r, étendue à toutes les solutions positives 
Ann. de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome IV. — Jaxvigr 1888. 5 
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entières de l'équation 
r+aont—=8l+3, 


J'ai déjà fait remarquer que le présent procédé ne peut pas générale- 
ment être regardé comme praticable. 

Relativement aux équations à six inconnues, semblables aux précé- 
dentes, je résous les trois problèmes qui consistent à déterminer le 
nombre des solutions des équations 


a+ yP! +++ w+ =, 
e+ yi+ st l+aout+a in, 
r+ y2+ s?¥+ + Warn. 


Les deux premiers se résolvent par les mémes formules; on détermine 


en série de g les sept fonctions (> =) (VE )", (n = 0,1, 2, 3, 4, 5, 6). 


Ces sept formules donnent aussi le nombre des représentations d’un 
entier 7 par six carrés lorsque quelques-uns de ces carrés doivent être 
pairs. 

Passons aux problèmes encore plus compliqués. 


PROBLÈME J. — Trouver le nombre des solutions entières de l'équation 


z+ y +3(5+0)=n. 








On à 
\ 
, NEE I. 4K? at ar2K 
34(0,9)33(0,9*) =} (2K) aK a | Sa 
3 3 
= 4K? A? sin? am 2K KK + a sin? am ie |. 
In? 3 3 
Ainsi l'on trouve, en employant la serie (6) et la série bien connue 
4K? 
pour —. > 


(24) >>> gr +32+30 — 4 ; > ; —T— (: — cos =). 


THÉORÈME. — Le nombre des solutions de l'équation 


a+ y? + 352+ 3¢% = 92238 (6n +1), 


APPLICATIONS DE LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 35 


dans laquelle x et B sont positifs ou nuls, est égal à 4®(6n + 1), quand 
a — 0, et à 4(2*t' —3)P(6n +1), quand a > 0, en représentant par 
® (n) la somme de tous les diviseurs du nombre n. 


La même égalité (24) peut donner un théorème sur le nombre des 
solutions de l’équation à + xy+ p°+s+st+t=n. 


ProBLÈME II. — Déterminer le nombre des solutions entières de l'équa- 
tion 
r+ y+ s?+90= av, 
ainsi que de l'équation 
ap? +55 mn. 
2L 


En désignant par =, — et Mi les expressions 3, (0, 9), 33 (0, g°) et 


w 


5L 
K’ on trouve 


1 ) I _ snusnau Au Äau(r — AX sntusn? au)? __2K 
M /VA— csucstau He 


On peut mettre cette dernière sous une autre forme, comme il suit : 





oL ax) 20LK 
LS T 


— BK 





[sine am as — sin? am an + sin? am (5 + K'i) — sin? am (+ K'i)| 


_4K’k/.,, 4K .2K\  4K: ' 
x (sin am —— — sin’ 5) an carom 2) 


sin? am*— = sin? am — 
5 5 





En ayant égard aux relations (6) et (7), on obtient 


as (2-7 + > HE) 


Le symbole (5 5) est égal à 0, +ıou — ı, suivant que r=0, +1 ou 
+ 2 (mod. 5). 
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Par des procédés tout semblables on trouvera 


nn T° 
6 r zo 
(26) _ r(g°—g¥—gt+q") _ (pore rt, 
=4 > 1— gir gir 


r=i 

Les égalités (25) et (26) donnent les théorèmes que Liouville a 
énoncés dans son Journal (2° série, t. IX, p. 1-12 et 17-22). 

PROBLÈME III. — Trouver le nombre des solutions entières des équa- 
Lions 

r+ y+ st+ &+ u?+ ion, r+3(y ++ Hu et) n. 

Pour résoudre ce probleme, j’exprime par des séries trigonomé- 

triques les constantes 


(1) Bu (ae -') = 
M? VM M? VM, 


aL “ _3L I _K 
L' 


en posant 
S3( a! | — x 3 33 ( 7 = —— 9 M = K , M, = 





ProBLÈME IV. — Trouver le nombre des représentations du nombre n 
par huit carrés. 
Différentions deux fois, par rapport à æ, la série (6) et faisons 


aKzx oye 
—= u: il viendra 





: (ah 
(= = ) (A? cos? am u A? am u— k? sintam uv A?am u — k* sintam u cos? am «) 
& 





r3 r 
= 16 > : a cos2r.r. 
rK'i 
En faisant successivement x=oelr=- + aK » on trouvera 
16h! 4? 16K:{4'? 
—— et — 
T 





; en additionnant ces deux dernières valeurs, on aura 


K\*  ,,. . . 
(=) - En désignant par m un nombre impair, par &,(m) la somme 


des cubes de tous les diviseurs du nombre m, on trouve que le nombre 
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des représentations de m par une somme de huit carrés est égal à 
16€,(m) et que ce même nombre pour 2°m est égal à 


(81 — 15) s(n). 


Cette dernière formule peut se déduire par des calculs tout élémen- 
laires d'une formule due à M. Bougaïeff (‘). 

Par des considérations élémentaires, on peut toujours, des théorèmes 
obtenus au moyen des formules de la théorie des fonctions elliptiques, 
déduire divers autres théorèmes intéressants. Mais je n’insisterai pas 
ici sur ce sujet. 





CHAPITRE II. 


LA MÉTHODE DE M. HERMITE. 


Quand M. Hermite publia sa démonstration des formules de M. Kro- 
necker, celui-ci fit connaître (?) qu'il avait obtenu ses formules (*) 
par de tout autres considérations. A la fin du même article, M. Kro- 
necker donne un moyen pour déduire ses huit formules fondamentales 
conformément aux idées de M. Hermite. M. Kronecker croit qu’en 
donnant à l'intégrale définie 








.2 k x w 
à Kyk sin? am ARs (2) cosxdr 
T?V2T Jo TR 


diverses formes, on peut établir les huit formules qu'il désigne dans 
le Journal de Crelle par les numéros (I) à (VIII); il indique les formes 
qu’on doit donner à cette intégrale pour arriver aux six premières for- 
mules; en ce qui concerne les formules (VIT) et (VIII), il affirme qu’on 
peut aussi les déduire de la même intégrale, « car on en peut déduire 


(1) Sur quelques applications de la theorie des fonctions elliptiques à la theorie des 
fonctions discontinues, première Partie, p. 79- 

(2) Annales de l'École Normale, 1866. 

(3) Publiées dans le Journal de Crelle, t. 57. 
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l’identite (XI) ». Mais l’identite (XI) n’est autre chose que l’iden- 
tité (IX) écrite d’une autre manière, et celle-ci est une conséquence 
arithmétique des formules (V) et (VI); cette affirmation est donc 
fautive. N'ayant pas vu jusqu'ici comment on peut déduire les for- 
mules (VII) et (VIII) de l'intégrale en question, j’en déduis seulement 
les six premières; quant aux deux autres, je les obtiens par des consi- 
dérations toutes différentes. 

Déterminons le coefficient de cosx dans le produit des égalités (5) 


et (ro) : 








q 17 KR 
AK vK sin? am 2K 6 (m) cosr dr 
mya 0 . T 
Ve (Vars Var 
(28) =q D 7" (A I a) [rt gt gf t+... tt] 
n=i 
zebzeamn 
—g' [qi 41414) + gti (4,5, 4)], 
n=1 b=0 a=1 
en posant 


e (n, b6,a)=n?+n—1+(2an—1)b—B+a 
=(n+a+b)(n—a+6+1)—(b6+1) 
= (2n—1)(n+b—a+1)—(n—a@)', 


é,(n, 6,a) = ni+n+ (2n+1)b—a'+a 
=(n+a+ b)(rn—a+b+1)— 86 
= (2n+1)(n+ b—a--1) —(an—a+t)?. 


On peut regarder — e(n, b,a) et —e,(n,b, a) comme les determi- 
nants de formes quadratiques binaires réduites; par exemple, si 


n—at+b+12)b, 
— ¢,(n, b, a) sera le déterminant de la forme réduite 
(b+n—a+i)z'tabrxy +(n+a+b)y. 


Donnons à e(n,b,a) et à e,(n,b, a) une valeur constante; alors on 
pourra faire varier n, b et a entre certaines limites et l'on obtiendra 
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ainsi deux fois (sauf quelques formes particulières) toutes les formes 
réduites ayant au moins un coefficient extrême impair. Je n’insiste 
pas sur ce point ni sur les exceptions, à raison de la facilité du sujet. 
Ainsi, ayant égard aux exceptions, on trouve 


AKVK [". aK x on < 
2 — sin?'am —— S,(r)coszdr=2 > F(n)qr— (22—1)? 
09) vas) — (2) Ze 2 


où F(z) représente le nombre des classes de formes dont le determi- 
nant est — nr et dont un au moins des coefficients extrêmes est impair. 
Multiplions maintenant la série (4) par la série (6) et par cosx, el 
cherchons dans ce produit le terme indépendant de x; on trouve ainsi 
que l’intégrale (29) est égale à 


n On n’+n __ ni—n 
(30) VX mg" (9 arg") 


nl 


Multiplions les formules (29) et (30) par ve et désignons par &(n) 


la difference entre le nombre des diviseurs de nr, qui ont la forme 
4h +1, et le nombre de ceux qui ont la forme 4h + 3; on aura alors 


SY [F(2) + aF(n— 12) + aF(n— at) +...]q" 


nai 
n= ne 


Alan — 1)! — > o(an—1)q**-? 
(31) er ner 


— = D [®(m) + Ylm)]yr + a 3 &(m)g 
| + P[O(n) + 24 (2) + (lat. 


Dans cette égalité, m représente un nombre impair, n un nombre entier 
positif quelconque, ®(n) la somme de tous les diviseurs de n, y(7) la 
somme des diviseurs impairs de z, Ÿ(n) l’exces de la somme des divi- 
seurs de », plus grands que yn, sur celle des diviseurs moindres que yr. 
En comparant les coefficients de g'” dans les deux membres de cette 
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égalité, on aura l'identité (1) de M. Kronecker ('); les coefficients de 
g*" nous donneront la formule (II) et les coefficients de g” la for- 
mule (V). En utilisant les formules 


aKr S?(x) k 2Kr 2Kr 


5’(r) Vk T T- 


kK sin?am 





31 (x), 











on pourra donner à l'égalité (29) la forme suivante : 


PK VK 
(32) r* VqVark' 


=a) Fin) Da". 


Si l’on traite cette égalité comme on a fait de légalité (29), on ob- 
tiendra les formules (III) et (VI) de M. Kronecker, ainsi que les iden- 
tités élémentaires 


T 
. 2aKz aKr 
f sinam — cosam A (z) cosz dr 
0 


F(4n)—=2F(n) 
pour tout » qui n'est pas un carré impair, el 
F(4m)=aF(m)—1 


pour m carré impair. La considération de l’integrale 





* aK x aK x 
f cosam — dam 7 Ga(æ) cosx dr, 
0 s b 


qu'on déduit de l'intégrale (29) en utilisant la formule 


2Kzx 2Kr 


Aam Sax), 








. 4 2Kzx LL I 
sin am —— 32(0) = 7592 (2) FE ir: cosam 


donnera le théorème bien connu sur le nombre des représentations 
d’un entier quelconque par la somme de trois carrés et la for- 
mule (IV) de M. Kronecker. 


(!) Journal de Crelle, t. 57, p. 249 (Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen 
quadratischer Formen von negativen Determinante). 
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Pour démontrer l'identité (VIII) de M. Kronecker, je pars des for- 
mules 

















(og) =H Sh(o,9)= 2S, 
A121 aLe aLr_, mq” 
= sinam = Aam = 43 gem sinm.r, 
(33) « ms m. 
s(n sine =0 2 (+ —q' ) sinme, 
4 L?7 aLe 2 [ TR ne gen 
Fr | sinam = Aam - — 3,(z, psnardr=s Dm gm 


Pour évaluer d’une autre manière l'intégrale (33), on exprime par 
des séries trigonométriques les deux produits 


aLl 2Lr 2L alz 
—, Sinam la, 7) : „da m= sinaz. 


Te 


J'omets comme trop longues les déductions qui donnent les for- 
mules (VIII) et (VII) de M. Kronecker; je dirai seulement que la for. 
mule ( VIT) peut être obtenue au moyen de l'intégrale 








kel 7 an 
(34) ak f sinam 28 Aam hr, (ar, gt) cosrde. 


=} 
de 0 de 


Je passe aussi sous silence la démonstration de quelques autres 
formules, que M. Kronecker a données dans le Mémoire précité, 
comme conséquences de ses huit formules fondamentales, ou publiées 
plus tard dans d’autres Mémoires. 

Les huit formules fondamentales de M. Kronecker ont beaucoup de 
conséquences intéressantes; ces conséquences prennent parfois une 
forme si inattendue qu’on peut les croire sans aucun rapport avec les 
formules de M. Kronecker. Ainsi Liouville a donné (':) trois théorèmes 
qui, malgré leur forme tout à fait originale, peuvent être déduits des 
formules de M. Kronecker. Bien que ces formules jouent un rôle si 
considérable, il est cependant utile de savoir établir directement tel 
ou tel des théorèmes qui nous occupent. Premièrement, une déduc- 
tion directe peut être préférée, pour sa simplicité, à la déduction qui 


(1) Journal de Mathématiques pures et appliquees, t. XIV. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome V. — Février 1888. 6 
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part des formules fondamentales. Secondement, on peut trouver des 
formules qui ne se déduisent pas de celles de M. Kronecker : telles 
sont, par exemple, les formules nouvelles et si intéressantes de 
M. Gierster ('). Pour obtenir ces formules, on determine de deux 
manières différentes un coefficient quelconque d’une série trigono- 
métrique, qui représente le produit de trois fonctions de Jacobi, 
divisé par le produit de deux autres. La première manière consiste à 
multiplier l’une par l’autre une série de M. Hermite (série représen- 
tant le produit de deux fonctions de Jacobi divisé par une autre) et 
une série représentant une fonction elliptique à infinis simples; puis 
on détermine un coefficient de ce produit. Secondement, on multiplie 
une série, qui représente une fonction elliptique à infinis doubles, par 
une série, qui représente une fonction de Jacobi; puis on détermine le 
coefticient de la même fonction trigonométrique que dans le premier 
cas. Cette méthode est susceptible de diverses modifications. Ainsi, 
M. Hermite employait parfois, au lieu des fonctions elliptiques, les 
dérivées logarithmiques des fonctions de Jacobi. 

Je donne dans mon Ouvrage trois exemples destinés à éclaircir les 
considérations générales qui précèdent. 

Le dernier de ces exemples se rapporte aux formules de la troisième 
marche (dnitter Stufe) de M. Gierster; j'obtiens ces cinq formules par la 
méthode de M. Hermite. La méthode de M. Gierster, pour établir les 
formules de la troisième et de la cinquième marche, ainsi que la mé- 
thode analogue pour établir les formules de M. Kronecker, sont exposées 
dans mon septième et dernier Chapitre. 

D'une série très connue de la théorie des fonctions elliptiques on 
tire aisément 





dlogs:(2,V9) _ oops: ST _sinar: 
(35) _— COLE + 4 TI gi sin2r x. 
Cette série peut être utilisée pour déduire une formule, qui est une 
conséquence de celles de M. Kronecker et que voici : 


(36) > H(4n—h?)=@(n)+W(n), (k=o, £1, £2, 43, ...), (AXE Gn). 


-_ ee M ee -_- et _ 2a. — — 


(!) Mathematische Annalen, passim. 
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Les symboles ® et ¥ ont la même signification que dans les for- 
mules de M. Kronecker; quant a H(n), c'est le nombre des formes 
quadratiques réduites, non équivalentes entre elles, dont le détermi- 
nant est — x et dont les deux coefficients extrêmes sont pairs; on 
compte chaque forme 2px? + apy’ pour une moitié de la forme et 
chaque forme 2px?+ 2pxy + apy? pour un tiers; H(o) = — „. Pour 
établir directement cette formule (37), on évalue de deux manières 
différentes l'intégrale 


(35) JR 3 (a ry | Hower) Aes UE — 3,(0) cot? afd 


Considérons maintenant l'intégrale 


d'logz Cr, gr, V9) get 
E f 33(.r) RP an | >; gm Sin (Op + a) 


6 p+ ° 
| + asin (p+ De] dx. 





(38) 


Dans les parenthèses on a une partie de la série (35),- dans la- 
quelle entrent seulement les puissances de g, dont les exposants sont 
=1(mod3). Il serait aisé de représenter cette série entre parenthèses 
par la somme algébrique des dérivées logarithmiques desfonctions ?, (x) 





1. 2 _. 
ayant pour modules ÿg, VA ge. Nous avons déjà employé 
ces fonctions, mais avec des modules différents (q et g?), aussi bien 
que des arguments différents (x et 2x), pour établir les formules (VII) 
et (VIII) de M. Kronecker. On trouve facilement 


dlogs,( T, v7) 


Ba (x) Sa! 
n n=xz azn-I 
(39) = $3(0) cot.r — 8B ng"sinanz +233(0) © > qv -@ sinane 
nol n=l az—-n-+l 
“a—-xze aman 1.2 
be It 7 ni-(a-2) . 
+ 4%(0) » > 9  sın2n8. 
n=l azi 


ULLI nn U mm nn _— 


(1) Quand, dans nos formules. uno fonction de Jacobi ou toute autre fonction de la théorie 
des fonctions elliptiques est écrite sans module, il faut entendre que le module est sim- 
plement 4. 
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Pour exprimer l'intégrale (38), on devra avoir égard aux formules 
suivantes : 


rf”, 
= sin2n.r COtr dr — 1, 
Lo 


T 
2 
( 40) 2 f sin2prsin2nrdr =o (p2n), 


.o 


T 
2 . 
_ sintanzcdr = 1. 
TJ, 


Notre but n’est pas de calculer l'intégrale (38) tout entière, mais 
seulement ceux des termes de cette intégrale, où les exposants de q 
sont =ı(mod3). En ayant égard aux formules (40), on donnera à 
cette partie cherchée la forme suivante : 


“~~ 


n—-eb=-» un nl zeuzn , . 

: : — ntenb—(a—s) 

(41) 433(0, PD > > q" +nb—a + 83,(0, 7?) >, > 9 ? ° 
a=ljlb=1a=-n+1 n=1 b=1 a=1 


Sont exclues des sommations les valeurs de n et de 5 multiples de 3. 


Les exposants de yg dans les différents termes de cette formule peu- 
vent tous être mis sous la forme 


A=an(an+a2ab)—, 
où € est un nombre positif entier, tel que 
£?= 1 (mod. 3), ££on; 


on voit uen==b (mod. 3). — À peut être regardé comme le détermi- 
nant d’une des formes réduites 


anz’Zairy + (an +ab)y?, 
anxito(an—£)ry +(4n+2b—32$5)}y, 
(4n+—2b—a2f)axtta(an—E)ry +anyi. 


Dans notre cas, A=ı(mod.3); on verra donc facilement que l'ex- 
pression (41) peut s’écrire 


n= 2 n= 


(42) 83,(0,9°) Ÿ HGan + 4)g*+!4 834(0, 9) Ÿ Han + 7)9 À 


n=0 no 
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Déterminons maintenant d’une autre manière cette partie de l’inte- 
grale (38) qui a pour valeur l'expression (42); à cet effet, on cher- 
chera deux produits: l’un sera multiplié, avant l'intégration, par 
S,(æ, g) — S,(x, q°), l'autre par 5,(3x, g°). Le premier produit est 
composé de termes tels que A, cos( 62 + 2)x et B, cos(6n + 4 )r. On 
trouvera 


= pzn-i 
qr+sP+3 + ger+iep+e qen-3p 
An = 8 2 (1 __ Pers) (1 — qgor+on+6) 2 (1— er) (1 — go -9p—3) 


= 
_. 8 be _ urnes ger+3pr3 ger+3p+3 


pn . 
qer+6p+6 6n—3p 
_ > ee N 
| — 1 — gpp+s 1 — gPr9p-3 


Remplacons dans la seconde et dans la quatrieme fraction du second 
membre p par p — net dans la sixième p par n — p —1; alors le coef- 
ficient A, pourra s’écrire 


p=0 


=sb= 
8 “Bains © =" 
7 (3p+1) (b6+1) 747 (3p+2) (36+2)] 
1 — 1— gers 17 17 


p=0,b=0 
p=2b=@ 


8 qin! — 
— 4 3 1) (3642) _ 3 2) (3641 
> Lg SP+1) (3642) __ g(3p+2) (36+1) 7, 
0 


p=0 6:- 


La seconde somme est evidemment égale a zero. De la méme maniere 
on trouvera 


=» b= 
Br pe ° 
B,=— a > > [qidPtt) (8641) g(3p+8) (3643) J, 
— 4 


p=0 b=0 


Multiplions par S,(x, g)— 2,(x, g°) et effectuons l'intégration; 
nous avons 


nah» pz»b=e 
8 > > [giar+nan+2643) _ zn +2) (an +3043;] > > Lg P+H 0641) g(3p+2)(90+2)), 
n=0 b=0 p=0 b=0 


Il est à remarquer que, dans les exposants de la première somme 
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double, le plus grand des deux multiplicateurs est toujours divisible 
par 5. 

Par des considérations tout analogues, on obtiendra pour la partie 
de (38), qu’on calcule en multipliant avant l'intégration par 3,(32, 9°), 
l'expression suivante : 


DL (20 + 1) 7(3P+!) G8+1) + ‘>> (2 b + 1)g($P+12) (36+2) 
+ >> Cqsr(an+3p+1)  qan(in+3p+3)] >> Lg P+D 641 _ g(dp+2)(36-+2) J, 


Ici, dans la troisième somme double, les plus petits multiplicateurs des 
exposants sont ceux qui sont divisibles par 3. En ayant égard à la for- 
mule (42), on trouve 


! 2%(o, g°) > 'HG2n + 4)q°"*" + 23,(0, g) MHGan + gt 
— 3 >> [(3p +1) qSPtQO+0 + (3p 2) g(sPt2(36+2) ] 


+ 5 | +6) [git (Seti) — g3n(3p+3)] | 
>< >> [ger+n 641) _ g(Bp+8) (3642) 7, 


La premiere somme double de (43) peut étre écrite ainsi 
2 
3 > ®(3n + ı)g’r+, 


On donne une forme plus satisfaisante aux deux autres sommes doubles 
de (43) en recourant au théorème qui suit l’&quation (18); on voit 
ainsi que la dernière somme de (43) peut s’écrire 


+2 xo" — 3)[qot-3 + gs 6n—3) 4. g'8(6n—-3) 5, | 
x 5 x (Gn + 1) [qeeria qhsatt) 4. gisien+t) +, aI 


On peut démontrer, en ayant égard aux théoremes qui suivent les 
équations (18) et (24), que le coefficient de g°**' dans (44) sera tou- 
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jours égal à $P(3n + ı). Pour cette raison, l’identilé (43) nous donne 
le théorème arithmétique suivant 


(45) a H(ian + 4 — gh?) = O(3n +1), 


(kh=0,+1,+2,2+3,...), (gh?<12an+4). 


Des égalités (36) et (45) on déduit immédiatement une autre for- 
mule de M. Gierster : 


(46) 4S H(12n + 4 — At) = @(3n + 1) +24(3n +1), 


(Ay =1,2,4,5,...3p41,...), (A? £1an-+ 4). 


En évaluant dans l’intégrale 





if dlogS,(x, Va) | dlog3, (x, Va) | dogs G2 va?) | 
ah Der Pe Dauer Pre: Some 7a Kon 


l'ensemble des termes où les exposants de g sont =2 (mod. 3), on 
trouvera deux autres formules de M. Gierster. 

La cinquième formule de la troisième marche (‘) s’obtient en expri- 
mant de deux manières différentes l’ensemble des termes de l’intégrale 


ı frs, dloñ(x, va) d logs, (3x, V7") 
ef ER dr Te (0) Cote cots x ax, 


dans lesquels les exposants de g sont ==1 (mod. 3). 

Les formules de M. Kronecker sont intimement liées avec les pro- 
blèmes relatifs au nombre des représentations d’un entier positif quel- 
conque par une somme de trois carrés. Les formules dont il vient 
d’être question donnent aussi des théorèmes concernant le nombre des 
solutions entières des équations 


quand m et n sont des entiers positifs assez petits (m et n peuvent 
aussi être nuls). Dans mon Ouvrage, je détermine le nombre des solu- 


(1) Mathematische Annalen, t. XXI, 1" Cahier. 
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tions des équations suivantes 


a+ y+ Son, r+ y74+ st fn +1, 
e+ y+ 3?=4n-+3, r+ y+ 3—=8n +3. 
m+ y+ 2as?ma, r+ayr+ 23 —n, 
w+ y+ Asın, ra y+ don, 
w+ 7? + 1639 =a, , M+ hy? + Amen, 
w+ 8y?+ Son, r+ 4j?+162= n, 


z+16y? +165 =n 


et de quelques autres. Je donne aussi la démonstration de ce théoreme, 
du à Liouville, que l’équation 


224237? + 357 = m, 


où mest impair, admet F(6m) solutions entières. 

La méthode la plus immédiate pour arriver aux théorèmes en ques- 
tion a été donnée il y a longtemps par M. Herinite. Elle diffère de celle 
qui conduit aux huit formules fondamentales de M. Kronecker et leurs 
analogues en ce qu'au lieu des fonctions elliptiques à infinis doubles, 
on considère un produit de deux fonctions elliptiques telles, que leur 
produit est égal à une constante. Ainsi, pour établir le théorème con- 
cernant le nombre des solutions de l’équation 


r+ yi+ st nn +, 
on emploie les séries trigonométriques qui représentent les fonctions 


aK . 2Kır 2h . 2K.r 
kK — sinam Sa(r), - COST: SIN AM — —-- 
T T T T 





. (-l suivre. 


SUR 


LE DEPLACEMENT TANGENTIEL 


DE 


DEUX SURFACES RIGIDES, 


Par M. Epovuann COMBESCURE. 





Dans le Tome LXIII du Journal de Crelle, je me suis occupé du probleme 
quia pour objet le déplacement relatif de deux courbes quelconques, 
assujelties à rester constamment tangentes. J'avais, des cette époque 
(1864), songé un moment à traiter la question analogue pour les sur- 
faces, et je possédais les formules essentielles pour cet objet; mais des 
circonstances diverses m’avaient fait abandonner et perdre absolument 
de vue cet intéressant sujet. L'apparition récente du bel et important 
Ouvrage de M. Darboux Sur la theorie generale des surfaces, etc., vient 
de me ramener sur cette difficile question. J’envisage le probleme à un 
point de vue conforme à celui que j'avais adopté pour les courbes et 
qui est un peu different de celui où s’est placé l’&minent Auteur. Je 
dois ajouter que j’emprunte à M. Darboux l'emploi de trois indétermi- 
nées À, w, &,, qui figurent aux pages 71 et 72 de l'Ouvrage cité, et qui 
jouent un rôle important dans mon analyse. 

Je borne le présent travail à l'exposition générale de la théorie, me 
réservant de faire ultérieurement diverses applications. 


§ I. — Remarques préliminaires. — Position de la question. 


1. On peut évidemment se poser, sur le déplacement relatif de deux 
surfaces, une infinité de questions variées, en faisant se correspondre, 
d’après des conditions bien déterminées, une double série de courbes 
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appartenant séparément à l’une et à l’autre de ces surfaces. L'un des 
modes de correspondance les plus naturels consiste à supposer que les 
courbes de même famille sont constamment et successivement en con- 
tact. C'est précisément là le cas, sans contredit l’un des plus intéres- 
sants, dont je vais exclusivement m'occuper. 

Il est presque superflu d'ajouter que l’on peut, en faisant intervenir 
trois séries de surfaces appartenant à un espace donné, et trois autres 
séries appartenant au même espace ou à un autre, donner à ces ques- 
tions une certaine généralisation par l'introduction de trois paramètres 
arbitraires et par l’adjonction de conditions convenablement choisies. 
La même chose peut se dire pour l’espace à x dimensions et ses va- 
riétés. Mais je rentre dans mon sujet. 


2. Les coordonnées rectangulaires X, Y, Z d’une surface rigide (2), 
rapportée à trois axes rectangulaires fixes OXYZ, sont supposées des 
fonctions de deux paramètres indépendants « et 6. Les coordonnées ree- 
tangulaires æ, y, s d’une autre surface rigide (S), liée à des axes mo- 
biles 0,æyz, sont supposées pareillement des fonctions de x et ß. La 
même supposition s'étend aux neuf cosinus : a, a’, a” directeurs de OX 
par rapport à O,æ, y, 2; b, b', b” de OY; ec, c', c” de OZ. 

On place le système d’axes mobiles de telle manière que les deux 
surfaces (X) et (S) se touchent au même point quelconque M, en s'im- 
posant les conditions suivantes : 1° la courbe (e,) [courbe où & seul 
varie] de la surface mobile doit ètre constamment tangente à la courbe 
(C,) de la surface fixe, qui passe en M comme la première; 2° une 
condition analogue est imposée aux courbes (cg), (Cg); 3° enfin, et 
pour rendre tout à fait déterminé le déplacement, les éléments cor- 
respondants des deux courbes (C,), (cz), relatifs au point M, doivent 
être, dans un rapport G(z, 6), censé donné, et de même les éléments 
corréspondants de (Cg), (cg) doivent être dans un rapport G,(z,6) 
aussi donné. 

Il va sans dire que, dans certains cas, ces fonctions G, G, peuvent 
être regardées comme inconnues. 


3. Les deux courbes (C,), (¢,) se touchant actuellement en M, ex- 
trémité commune des éléments do,, ds, de ces deux courbes, la seconde 
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extrémité m de ds, viendra, après le temps da, se placer sur la seconde 
extrémité fixe M’ de do,, point successif de contact, sous la condition 


Il y aura donc un glissement élémentaire de ds, sur do,, représenté 
par | 
I 
dsa — CL = (G — 1) doa 


3. Ce glissement disparait, naturellement, lorsque G est égal à l’u- 
nité. 
Une chose analogue a lieu pour les courbes (ß). 


Dans le cas de 
G=1, G,=1, 


si l’on considère deux courbes infiniment voisines (C,), (C,), compre- 
nant une zone infiniment étroite sur la surface fixe (2), et les courbes 
correspondantes (c,), (c,) de la surface mobile (S), la zone apparte- 
nant à cette dernière surface, vient, quand on fait varier a seul, appli- 
quer successivement ses éléments superficiels du second ordre sur les 
éléments correspondants de la zone fixe, en sorte que l’on peut se 
figurer ces deux zones comme l'empreinte réciproque, et de même 
étendue, des deux surfaces l’une sur l’autre dans le roulement qu’on 
vient de considérer. Ceci a lieu, naturellement, pour toutes les zones 
correspondantes obtenues en établissant une relation arbitraire entre « 


et 6. 


4. Quand on admet que les éléments superficiels du second ordre de 
la surface mobile (S) restent fixés, à mesure, sur les éléments corres- 
pondants de la surface immobile, de façon que la surface (S) se de- 
forme progressivement, on rentre tout à fait dans la conception primi- 
tive et purement géométrique de Gauss. 

Quoique les locutions application, déformation, roulement n'éveillent 
pas exactement la même idée, je les emploierai indifferemment, dans 
le cas de G et G, égaux à l’unite, mais j'admettrai implicitement qu'il 
s'agit toujours de surfaces rigides. 
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Il est visible que des considérations analogues peuvent s'appliquer, 
avec quelques légères modifications, au cas où les coefficients de glis- 
sement G et G, ne sont pas tous les deux égaux à l'unité. 


$ II. — Rappel de quelques formules. — Équations immédiates. 


5. J'aurai besoin, dans ce qui suit, des formules suivantes, relatives 
aux cosinus directeurs etaux rotations, 


0 0 
Las cq, 75 = Or C1) 
ob ob 
(1) | dx = CP — ar, 93 = CP, —ar, 
dc dc 
| a — 29 bp, gg — 4h — OP 


et les analogues, formules dans lesquelles on a posé 


f 


D ob y 0 D Ô 

|? = ea q = ass r= I; 
| D ob D dc D da 
[ a= a’ Ji — 493 nz O58” 


le À affectant les accents pour les cosinus. 
Ces équations entrainent le groupe fondamental ou des rotations 


(2) 


0 0 
75 — dx =" "Is 
0 0 

8) 2 _M «rp, — pr, 
Or or 


qui fait partie d’un Mémoire envoyé par moi a l’Académie des Sciences 
de Paris (voir les Annales de l’École Normale, t. IV, 1" serie). Ce der- 
nier groupe n’interviendra qu’un peu plus loin. 


6. D'après les conditions de contact, spécifiées aux n° 2 et 3, l’élé- 
ment ds, de la courbe (c,), liee aux axes mobiles, ayant pour projections 


02 da, OY da, SE da, sa projection sur l’axe 


sur ces les quantités — 
u axes q 5 An 
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fixe OX, sera la somme de ces mêmes quantités préalablement mul- 

lipliées par a, b, c, et, comme l’élément do, a pour projection sur le 
Rd lant que | d d 

même axe = dz, on aura, en se rappelant que le rapport du secon 


élément au premier est représenté par G, les six équations suivantes, 
dont trois correspondent à la courbe (cs), 


(4) 


où je me dispense d'écrire les deux autres groupes. 


7. Les formules de transformation de coordonnées 
(5) X=X, +ar+by+es, 


Où X,, Yo, Z, désignent les coordonnées absolues de l’origine mobile 


donnent 
OX | OX Ya dx da. 


0x Ox 
d’oir, en vertu de (4), on déduit 


(G — 1) Ya = _ OX da 


(6) = Oa + a Fri 


Si l’on désigne par ÔX,, 1. 6Z, les projections sur les axes mo- 
biles du déplacement élémentaire de l’origine quand «& varie seul et 
augmente de da; par 6, Xo, 6, Yo, 0, Zo les projections du déplacement 
élémentaire de cette même origine quand B seul. varie et augmente 
de d3, l'addition des équations (6), préalablement multipliées par 
a, a’, a ; fournira, en ayant égard aux équations (r) et (2), la pre- 
miere du double groupe | 


7) 


(71) 


ns, 
© 
~~ 
= 
| 
—_ 
= 
à| à 
iu 
» 
ù 
à 
ù 
mm) 
Er 
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On conclut de là, par la théorie connue et en désignant par x’, y’, 2’ 
des coordonnées courantes relatives aux axes mobiles, les équations 
suivantes de chacun des axes instantanés glissants qui correspondent 
séparément au déplacement des courbes (c,) et des courbes (cg) : 














y= 2y dr 
ox? Oa?” 
oX? dx? 
(9) 25 = GS 93° 
OX 0X _ un Ox dx 
da =D 08” 


qu’on aurait pu écrire immédiatement d’après les conditions de .con- 
tact adoptées au n° 2, et qui, pour G et G, égaux à l'unité, répondent 
à la définition des surfaces applicables, telle qu’elle a été directement 
introduite par Gauss. 


9. Ces conditions (9) étant admises dans tous les cas et les surfaces 
(x, y, 2), (X, Y, Z) étant supposées convenablement déterminées, on 
peut se poser la question, dont j’indiquerai plus loin une application 
importante, de trouver les neuf cosinus a,b, c,.... 

Les dérivées partielles n’intervenant jusqu’ici que comme des 
quantites tout a fait quelconques, la solution requise n’est autre que 
celle du probleme algébrique qui suit et où, pour abréger l’Ecriture, 
je change la notation, mais où l’on verra, quand cela sera nécessaire, 
sa correspondance avec les formules (4). 
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S III. — Digression algébrique. 


10. Il s’agit de résoudre le système d'équations 


va +b + Sc =A, ba! +156 + Sc' =B, La” + vob" + Sc" =C, 
(10) La + Ub, b + Sc = A, ob, a + Ub, b'+ L,c'— B,, coy a’ + wh, 6" +- c,c’= C;, 
G+ 6 + c? =1; a+ D + ce? =1; a+ 6" + cr =1, 


où l’on suppose 


A’+ B? + C2? = A? + 1 + ©? og, 
(11) A?+ Bi + Ci = At + Hb? + CR —p;, 
AA, + BB, + CC, = cb, + Usd, + Le, = h, 


et où leg A, 1, ... sont censés donnés, les inconnues étant a, 5, ¢, .. 
Chaque groupe vertical (10) peut se résoudre isol&ment, et, si l'on 
adjoint au premier groupe, par exemple, le déterminant 


ab ee 
R=/ 4 wh € |, 
chy Ub, Ci 
dont le carré 


1 A A, 
= | A g À 
Ah g: 


est connu, on obtient les trois premières équations du Tableau qui 
suit, dans lequel R’, R’ désignent des déterminants analogues à R, et 
où l’on a posé, pour abréger, 

k= vo, — h}, 


— 8061 


ka = (Agi— Ah) + (Arg — Ah) y+ RWS, — Svs, ), 
kb =(Ag,— Ah) US + (Avg — AA), + Rdn — LE), 
ke =(Ngi— A A)S + (Arg — AA) S, + RLV, — Vol, ), 


gap a , 


0 000 0. 0 
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Si l'on multiplie les trois premières (12) par a’b’c’ et qu’on les ajoute 
ensuite, on obtiendra, à cause des conditions d’orthogonalité, 

(Ag,— A,k)B+ (Ayg — AR)B,+ R£Za'(W£,— SW,)=o, 


ou le dernier terme est visiblement RR’. En remettant pour g, g,, A 
leurs expressions développées (11), on reconnait que cette égalité 
revient a 

RR’ — (BC, — CB,)(CA,— AC, ), 
et l’on trouverait des expressions analogues pour RR”, R’R’. On en 
conclut 


R=+(BC,—CB,), R==(CA,—AC) R’=-(AB,—BA,), 
les signes se correspondant. 

On peut donner aux formules (12) une forme un peu différente et 
plus condensée. Si l’on remet, dans ces formules, pour g, g,, k leurs 
expressions développées (11) et que l’on représente par (AB,) un de- 
terminant tel que (AB, — BA,), on obtient facilement 


(121) ka — (LB,)(AB,) + (4 C;) (AC,) = (BC,) (we, 9 
d’où l'on déduit les autres cosinus par des permutations convenables | 


des lettres. 


11. J’ajouterai un mot sur ce calcul algebrique. 

Je suppose que les relations (11) aient lieu, sans admettre préala- 
blement la triple orthogonalité des directions (abc), (a'b'c’}, (a’b’c”), 
mais sous les trois conditions 


a+a + a"?—=:1, + b+ Dir, c'+ct+ c2—= 1. 
Cela étant, si l’on fait 
be + b'c'+ b'e"—= }, ac+a'c'+a"c"=1@, ab + a'b'+a"b"= y», 
les équations (10) donneront, dans tous les cas, 


ZA? = 3.1? + aus), 
ZA? — ZU? + 2È1b, €. À, 
DAA, = hd, + B( USS, + Sb, )A; 


par conséquent, sous les nouvelles conditions (11), on aura nécessai- 
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rement 
ZLUOA—O0, Zub, 2 i=o, Z(ULS, + Cub, )A4 =O. 
Le déterminant des coefficients de A, u,v dans ces équations étant égal 
au produit 
(WS, — Ob, ) (SH: — ©: ) (tb, — Web, ), 


si aucun des facteurs n’est nul, on aura nécessairement 
À = 0, p= 0, v=o. 


Cela est simplement destiné à constater, a posteriori, la triple orthogo- 
nalité des directions (12), la vérification directe étant assez compliquée. 


12. Les cosinus étant calculés par les formules (12), on peut, par 
leur moyen, former les composantes de rotation P, Q, R, relatives à 
une variable indépendante quelconque ¢. Mais il est préférable généra- 
lement de procéder un peu différemment. En différentiant, en effet, la 
première ligne (10) et ajoutant les équations obtenues, après les avoir 
multipliées par a, a’, a”, on obtient, en ayant égard aux équations (1) 
el (2), la première du groupe 


0% OA ,OB , AC 
| wR —£Q0 =o (25 TAG Te ) 

(13) ! nn Ir dA, ‚OB, , oC, 
| RQ (ere re) 


Les deux premieres fourniront R et Q quand on aura introduit aux 
seconds membres les expressions (12) des cosinus. Les deux suivantes 
feront connaitre P, 


§ IV. — Développement analytique des conditions de contact. 


13. Je reviens aux équations (4) du § IT. En exprimant, pour chaque 
groupe, la condition d’intégrabilité, on obtient 


nn ; Or dy Ors OG (dx 
(G — Ge 9208 + bo + 5) + op («5 +. ) 
— 52 (a Or 1) +6 (55 5 + GET == © 
98 . 3 03 Ox eee A| da 03 ... — 


et deux autres équations analogues. 
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Ces trois équations, multipliées respectivement par a, a’, a” et en- 
suite ajoutées, se transforment, en ayant égard aux formules (1) et (2) 
du § II, dans les trois suivantes : 


2  0Gdxr 0G, dx ds oy AE 
(G— Gi) 055 + 95 ge Ge a8 +8 (I Ge — Gx) Gags 798) =e 


dy | dOGdy dG,dy , ,.f. 9% =) — ("5 - 5) = 

"u Ga 0 a 34+ G(r 15x P1955 G,(7 p = 
_ 0G ds 0G; Os i( oy =) ( dr 5 )= 

a Gi) 8 + 58 Je nt Pigg ga) — & (P55 — 793) =° 


Lorsque 


(14) 


ces équations se réduisent à 


,\ OG ax dG, dz (a. FE ar) _ (235 - an = 
(4) ara) ~ (I 95 —" 95) —° 
et les deux analogues. 

Enfin, dans le cas de 

G — Gi — I; 


elles prennent la forme encore plus réduite 


(143) (153 0: — 2) — (955 - ror) =o 
| 0x 19a 08 "08 
et les deux analogues. 

Ces dernières équations sont précisément celles qui figurent, avec 
une légère difference dans la notation, à la page 71 de l'Ouvrage cité 
de M. Darboux. 

Je vais principalement m'occuper de ce dernier cas, qui est le plus 
simple eten même temps le plus important. 


V. — Cas du roulement seul. 


14. J'emprunte à M. Darboux la représentation particulière des six 
composantes de rotation au moyen des formules 


— 97,9% — 97% 2, ro 3% ds 
P= Dr Fg I Dr TE 93? = Te 9B? 

(19) 
Inn, pren ner 
Pte NEHA Gg thy? Meg + Bg 
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qui verifient, comme on peut le reconnaitre immediatement, les trois 
équations du premier degré (14,), quelles que soient les indéter- 
minées A, 14, &,. La signification cinématique de ces indéterminées a 
été indiquée dans l’Ouvrage mentionné, et l’on voit tout de suite 
qu'après leur multiplication par certains facteurs, on peut les assi- 
miler à des rotations tangentielles dont les rotations introduites 
(P: 4 T)s (Pis rs 1) seraient les résultantes : les composantes normales 
a la surface (x, y, 3) étant visiblement nulles d'après ces expres- 
sions (15) elles-mémes, ou d'après la condition initiale du roulement 
supposé. 

15. J'associe, de mon côté, aux formules (15) les relations inverses 

dr __ Ov 03 


6) da PP = Pass dx — TP — 46, SJ — TP — T1 
16) « 


|5=-r + po Y —__qp+ge OF __pnp+re 
03 1P le 93 1 1 03 1 1 


les indéterminées 0, o, co, étant liées aux précédentes par les relations 








—~ A. ga # —_ bs 
(17) P— pp,’ pu CR i ap,’ 


qui entrainent, à leur tour, 








(171) k= —P — u = —— = -—" 


pl co ~~ pt— aa, pt — oo, 
el 
(M— py) (p?—o7,) = 1. 


VI. — Question incidente concernant les indéterminées introduites. 


16. Les quantités A, u, 4, OU p, 5, os, peuvent s'exprimer algé- 
briquement au moyen des paramètres différentiels du premier ordre 
de la surface (S), ainsi que de la grandeur et de l'angle des deux ro- 


lations (p, q, r) (Pis Gio a). 
Je poserai généralement 
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Cela étant, on aura, par des combinaisons visibles des équations (16), 


{= op! — 2vp3 + 0,07, 


m 


w,p?— 20p0,+ wot, 
V =— 0p? -+ @,00,+ wWpo,— Vos. 


Si, par des combinaisons pareilles des équations (15), on forme le 
systeme homologue et que l’on y remplace ensuite A, u, u, par les ex- 
pressions (17,), on obtiendra un systeme équivalent au premier, 
savoir 


Au = Ip! —avps + mo}, 
Mo, mp°—2Vvpoi+ loi, 
A6 =—vp? + mos + lo, — vor, 


où, pour abréger, on a posé 
A=p!— oo. 
Des combinaisons faciles de ces deux systemes fournissent d’abord 


A— v? — lm | 


vr — Wu); 


À étant actuellement connu, on peut écrire les deux premières 
équations du premier système sous la forme 


£ —oA —=(ws; — 209 +w,0)o, 
m—w,A=(wo,— 2vp + W,0)0,, 


en sorte que, 9 étant une indéterminée, il est permis de poser 


g = 4(l— wA), co, =0(m—w A), 
ce qui entraine 


{ 
a, — 2°00 +0,7= 7: 


0 


La considération du secund système conduit pareillement à 


A 
lo, — 2Vp+ma—— =. 


ÿ 


En éliminant p entre ces deux dernières équations et substituant 
ensuite les expressions ci-dessus de 6, co, en 9, on obtiendra, pour 
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déterminer celte dernière quantité, l'équation 
v +vA 


(wv — loy(m— w,4) + (av — me) ({— wÀ) = a" 
On tirera de trois des dernières équations les expressions de o, 
7,, £, sans introduction d’autres irrationnelles que A et 9. 


VII. — Des deux problèmes principaux concernant le roulement seul. 


17. Il se présente maintenant deux questions principales et en 
quelque sorte réciproques. La première consiste à regarder x, y, 2 
comme des fonctions données de a, B, et à en déduire toutes les 
autres quantités : et d’abord les six composantes de rotalion. Ces 
composantes connues, on en conclura les cosinus par l'intégration des 
différentielles totales (1), et l'on aura enfin X, Y, Z par les quadra- 
tures (4). Si l’on tient à connaitre le mouvement de l'origine, ses 
cuordonnées seront alors fournies par les formules (5). La seconde 
question consiste à se donner les rotations ou, si l’on veut, les cosinus, 
en un mot ce que j’appellerai le deplarement angulaire, et à en dé- 
duire x, y, 5 el, par suite, X, Y, Z. 

Je nommerai la premiere question probleme I, et la seconde pro- 
bleme II. | 


VIII. — Du problème I. 


18. Les équations (15) donnent 


PU — TP: = (PF — pp) (5 = — SE om) 
et l’on observera que, en excluant l’hypothése de A?— py, égal à 
zéro, ainsi que le cas des surfaces cylindriques où y, par exemple, 
serait fonction de x, aucun des déterminants (pq, — gp,) ne peut être 
nul. 
En posant, pour abréger, 


03 dv dz dy 


A= a 03 03 02° B=..., G=..., 


les équations fondamentales (3) du § II, que je fais actuellement in- 
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tervenir, pourröni s’écrire 


0 0 

|? — = (1 — pu) A, 
0 0 

(18) 38 — da = BB, 
0 0 

Lo _00 qu pune 


En vertu de (15), ces équations reviennent aux suivantes 


(2 _ du) de, (A _ 98) de 
Oa 03 


0B da dx of 
Ox Ox Or 
+2) 555 GR — pur = (4 —ppr)A 


(19) 


el deux autres analogues. 
On peut les remplacer par les suivantes 


OK a, Or? Oh 35 | Ox dr 
=) Se + (35 nee 
dx Or dx Or dx 
+25 da 0208 RN 5 m da dat” 
dp \ w dx dx + (à - dx 
(20) (3- Ie) ae 93 * x) es 


Ox Or Ox M dx dx 
+112 06 0203 "2 08 Pr 93 Oat 9 


| EA - nya 2 I - nya EM — pp) © A’, 
 _ Yaz dx? Ox Ox 
LA= Sa Dog ~ (D 3e 93) 


Dans les deux premières ne figurent que les paramètres différentiels 
du premier ordre de la surface (ays) et leurs premieres derivees. La 
troisième, qui est finie en A, u, 4,, introduit des éléments se rattachant 
à la courbure dans un sens général. Dans tous les cas, soit sous la 
forme (19), soit sous les formes (20), les seules inconnues qui figurent 

dans ces équations sont, d’après les hypothèses admises, les indeter- 
minées À, u, 4, de M. Darboux. 


où 
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19. Bien qu'il puisse étre avantageux, dans des cas particuliers, de 
conserver le système simultané (19) ou (20), il n’est pas sans intérêt, 
au moins théorique, de faire voir que l'intégration de l’un ou de 
l'autre de ces systèmes équivalents peut être ramenée à celle d’une 
équation unique du second ordre, qui présente cette particularité que 
les dérivées partielles du second ordre y figurent sous forme linéaire 
seulement, tandis que, dans les méthodes parvenues à ma connais- 
sance, il s’introduit, sauf des cas spéciaux, la quantité (rt — s?) (nota- 
lions classiques) qui caractérise les équations étudiées par Monge, 
Ampère et d’autres géomètres. Or ces dernières équations doivent être 
considérées généralement comme offrant un peu plus de difficulté 
d'intégration que les premières, et je ne sache pas qu'on les ait ré- 
duites, dans la présente question, à la forme annoncée. 

Pour opérer la réduction, j’observe que, la troisième équation (20) 


pouvant s écrire 
Kp + Ky pat pps A?— aA, 


où K, K,, H sont des functions données, la substitution 


k=v—K,, = vi—K, 
la ramène à | 
vy, A? — 2HA+ KK,—=(À—2À)(À — À). 
Or je dis que la nouvelle substitution 


v=G(A—Iy), v=zü-h), 


où 9 est une indéterminée, conduira au but proposé. 
En effet, les deux premières équations (20), résolues par rapport 
aux parenthèses, donnent 
dx 03 /” OB dz” 
où les seconds membres contiennent linéairement A, pe, &,. La substi- 
lution précédente les transforme dans 


OA 


OA OA on 
da av 0B 


dx 


a 
—F,, 


OO! = 


en comprenant dans /, et F, toutes les autres quantités qu introduit la 
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différentiation, particulièrement 9 et les dérivées premières de 6, les- 
quelles entrent dans les seconds membres sous forme linéaire. En 
multipliant la seconde équation par 9 et l’ajoutant ensuite à la pre- 
ıniere, les deux dérivées de À disparaissent en mème temps. L’equa- 


tion résultante 
Fi + 6F,=o 


contient linéairement les dérivées premieres de 9; À y entre aussi 
lineairement et sous forme finie. En tirant de cette équation l’expres- 
sion de À pour la substituer dans l’une des précédentes, on obtiendra 
une équation en 6, linéaire par rapport aux dérivées du second ordre 
de cette fonction, et où 9 et ses dérivées du premier ordre entreront 
sous forme rationnelle. 

Les équations (20), qui sont tout à fait générales, subissent des 
simplifications : 1° dans le cas où les courbes (c,), (cg) sont orthogo- 
nales; 2° lorsqu'on adopte quelques formes réduites, connues, pour 
les paramètres différentiels du premier ordre; 3° dans le cas surtout 
des variables imaginaires symétriques. Mais il me parait inutile d’in- 
sister Sur ce point pas plus que sur la transformation géométrique des 
coefficients de la troisième équation (20). J’entrerai dans plus de de- 
tails au sujet du probleme II, qui n’a pas été, à ma connaissance, 
considéré jusqu'ici dans sa généralité. On en trouve quelques traces 
particulières dans le célèbre Mémoire de Bour (Journal de l’École Poly- 
technique, XXXIX* Cahier), à propos des surfaces réciproques. 


§ IX. — Du problème II. 


20. On suppose connues les six composantes de rotation et l’on se 
propose de trouver la surface (x, y, z) el, par suite, (X, Y, Z). 

Les formules (16), § V, donnent, en exprimant les conditions d’in- 
tégrabilité, 


Si — 0, 


Op dm do OF Op op: Op, Op 
an (5 Ja) + (55 — 33) + (95 + St)? er 


et deux autres équations analogues. En posant, pour abréger, 


A= gli — 19 VW —..., TL —=..., 
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on déduit de ces trois équations le systeme équivalent 
B-B2r-(&-MLr 
+P d( 35+ 2) — rare 
m (4) Em (EE 
+p Pi (53 + =) _ DES —o dpi 2 — 0, 
Ir + Bt) oda arg =o, 


où les inconnues 9, co, co, et leurs dérivées entrent sous forme linéaire 
seulement. 








21. On peut faire dépendre la determination de ces trois quantités 
de l’intégration d'une équation linéaire, unique, du second ordre. En 
effet, les deux premieres (22) déterminent généralement les expres- 


sions 
% 2) oy (2 92) 
08 da 0x 03 
comme des fonctions linéaires de ¢, 7, s,, et la troisième (22) est de la 


forme 
Ko + Kio: = Ho, 


ot K, K,, H sont donnés. 
Si l’on pose 
o—=kp-+k;,u, o,—hk,p— Ku, 


u étant une indéterminée et les quantités A et &,, également inconnues, 
étant assujetties à la condition 


AK+kA,K,=H, 


la substitution dans les expressions précédentes fournira 


dp da: _ do . Op 

— 3 Kk, 7 eee 9 
dp Oc dp dp 
— — 03 — } k 73 } eo 0 @@6 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome V. — FEVRIER 1888. 9 
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On voit par la que la combinaison 
(92 _ 91 dp _ de) 
(55 — 92) + (G5 — 58 
Op 


fera disparaitre a la fois, au second membre, oe et > si l'on prend 


09 
kk,=1, 


équation qui, jointe à celle écrite un peu plus haut, détermine com- 
pletement & et &,. On est ainsi conduit à une équation contenant p sous 
forme finie et linéaire, et dans laquelle u et ses dérivées du premier, 
ordre entrent également sous forme linéaire. L’élimination de p entre 
cette équation et l’une des précédentes fournira une équation du se- 
cond ordre, purement linéaire par rapport à u et à toutes ses dérivées 
du premier et du second ordre ('). 


22. Il est presque inutile de faire observer que, lorsque p, ©, a, 
auront été déterminés (les cosinus étant d’ailleurs déduits des rota- 
tions), les équations (16) donneront x, y, 2 par des quadratures et 
Yon aura ensuite X, Y, Z par d’autres quadratures. Et l’on peut remar- 
quer, à ce sujet, qu’il ne figurera dans les expressions de x, y, 3 et 
de X, Y, Z d’autres arbitraires que celles qu'introduit l'intégration du 
systeme (22). Les deux surfaces associées se distingueront générale- 
ment par la nature seule des transcendantes différentes que pourront 
amener les quadratures. 

A chaque solution particulière de l’equation linéaire du second 
ordre, dont il a été question au numéro précédent, correspondra une 
couple de surfaces bien déterminées, susceptibles de roulement réci- 
proque l'une sur l'autre. Si l’on savait intégrer généralement cette 
équation linéaire quand on adopte la forme la plus générale des rota- 
tions (au moyen des formules d’Euler, par exemple), on aurait toutes 
les couples possibles de surfaces à roulement réciproque. Mais, pour 
savoir, à l'égard d'une surface déterminée (x, y, 5), quelles sont toutes 


(1) Cette réduction et celle relative au précédent problème m'ont paru présenter assez 
d'intérêt pour devenir l'objet d’une brève Communication aux Comptes rendus (5 sep- 
tembre 1887). 
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les surfaces (X, Y, Z) susceptibles de rouler sur la proposée, il faudrait 
assujettir à des conditions spéciales les trois fonctions arbitraires que 
les formules dont il s’agit introduisent dans le calcul et, conjointe- 
ment, les fonctions arbitraires qu’amene l'intégration de léquation 
linéaire du second ordre. Or, suivant les cas, ceci peut être plus simple 
ou plus compliqué que l'intégration directe de l'équation non linéaire 
dont dépend le problème I. 


23. Voici une remarque qui n’est pas dépourvue d'importance. Si 
l’on connait deux surfaces particulières (x, y, 5), (X, Y, Z) applicables 
l’une sur l’autre, on pourra, par les formules du § Ill, en déduire les 
cosinus a, b,c,... et, par suite, les rotations (p,q,r),(p:,q,,r.). On 
sera donc en mesure de construire le système (21) ou (22). L’intégra- 
tion fournira ensuite les quantités p, 6,5, qui conduiront, ainsi que 
cela a été indiqué, à la série complète des couples de surfaces à roule- 
ment réciproque et répondant au mouvement angulaire donné. 


24. A cause de la forme linéaire de l’&quation finale aux différen- 
tielles partielles, le probleme II doit être considéré, en général, comme 
plus simple que le probleme I. Il offre pour l'intégration beaucoup 
. plus de latitude que celui-ci et présente des particularités et des faci- 
lités qui lui sont propres. Ainsi, par exemple, si p,, g,, 7, ne dépendent 
que de a ('), les équations (22) ne contiennent point o en dehors du 
signe de différentiation. La troisième équation fournit une expression 


de la forme 
p—=Mo, 


et, comme les deux premières, résolues par rapport aux parenthèses, 
donnent, par suite, 


oo ds, _ 

03 Ox =Na, 
dp oz 

oa 03 —=N;o,, 





(1) On peut remarquer que si pi, q1, 71 sont des fonctions données quelconques de x 
et ß, les équations (3), $ IL, fournissent p, q, r, par l'intégration d'un svstème linéaire 
censé aux différentielles ordinaires. 
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M,N, N, étant des fonctions connues de «, 8 : l’introduction de; = Mo, 
dans l’avant-dernière, la transformera dans une équation linéaire du 
premier ordre, à la seule inconnue o,. La dernière donnera ensuite 7, 
par une quadrature. 


$ X. — Des rotations imaginaires. 


25. Supposons que, par rapport a deux variables independantes 
quelconques &, n, on connaisse, en fonctions de ces dernières quan- 
tités, les rotations 


ab 
P — Yes 5 r= Yeo 


Si l’on substitue à &, n deux nouvelles variables indépendantes «, 6, on 
aura visiblement 


_ db 0G. On 
up Are are, 
_w_ db, dE N 
Pi = arten 


et de même pour les autres composantes. De là résulte 


az? dé On On? 


yp? — — Sp? mecs . 2 
aa P = da ;=P 72% da ZPP, + dx : 2P*, 
02? dË On „Mm 
Sy. — “> 2 x DD 15 


et l’on peut determiner la substitution de variables par la condition, 
par exemple, que | 
Zp°= 0, Zpi=o. 

Il suffira pour cela d’annuler les seconds membres des équations pre- 
cédentes et d’en déduire, par l’integration séparée de deux équations 
différentielles du premier ordre, les elements de la substitution deman- 
dee. Ce calcul est tout à fait conforme à ce qui se pratique dans la 
théorie des surfaces. 


26. Ayant ainsi 
Zp’=o, Zp!=o, 
sı l’on fait 
Zpp, =», 
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on obtiendra, en ayant égard au groupe (3), § Il, 


Op _ Op _ Pi _ 
Zum egg  ZP = 
Op _ dv Pee 
> Pigg De? DP 
et les deux premières équations (22) se transformeront dans 


(22:) 6 — — mo PR — —— —=o. 


Les trois équations (22) sont actuellement remplacées par (22,) et 
l’une de ces mêmes équations (22 


27. On peut considérer directement les rotations imaginaires. Les 
trois équations (3) peuvent alors être remplacées par les trois équiva- 
lentes 


Si l’on pose, 9 et 9, étant deux indéterminées, 


p=irsino, pı=ir,sing,, 
q=ircoso, qı = ir, coso, 


on obtient aisément, pour les transformées des équations précédentes, 





[I or _ 9, — p\ do 
r OB zu >) a8 
à Jr or, __ 9 O91 
(29) pry Ox cot + 2 da” 
| a or, _ . , 
03 oa = rr, sın(9, — 9); 


a quoi l’on peut joindre la relation 


arr, sin? (=) =, 
2 
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Il est bon de noter ces autres relations 


op? do? Op? 0g? 
op? do? Op? do? 
Dy a EH ee 
Fw __ 100 0, MPs Op __ 4 001 9% 
0x 03 da 08 dx 0B” | da 08 


28. Le système (23) peut être considéré en lui-même; mais, quand 
la substitution de variables, ci-dessus mentionnée, a été effectuée sur 
des rotations données (vérifiant, bien entendu, le groupe fondamental 
qui leur répond), les équations qui le composent deviennent nécessai- 
rement des identités. Dans tous les cas, si l'on adjoint aux équa- 
tions (22,), du n° 26, la troisième équation (21), on formera le 
groupe complet correspondant aux rotations imaginaires, savoir : 


dp ds 1 dv Op da _ 1 dv 


dx — 93 =. 


da 03 + 0B”? dB dav Oz 

7 + 5") „(me an), (roe gr) _, 

03 da)? TV» 03 73) ° v Oa 5) = , 
qui ne conserve plus de trace des auxiliaires 9 et 9,, et présente une 
certaine simplicité relative. 


(29) 


§ XI. — Remarques sur le déplacement de l’origine. 


29. Ce déplacement a été éliminé dès le début, sauf pour ce qui con- 
cerne les équations des axes instantanés glissants. Les coordonnées 
X, Yo, Z se trouvent, en effet, jointes par simple soustraction aux 
coordonnées X, Y, Z dans les formules de transformation. Il est clair, 
cependant, qu'on peut les faire intervenir de diverses manières et sui- 
vant des conditions convenablement choisies, ainsi que M. Darboux 
en a donné de remarquables exemples. Mais il est des cas où l’on peut 
se ramener aux problèmes ci-dessus exposés. Supposons, par exemple, 
que l’on donne X, Y, Z et X,, Y,, Z,; alors, en posant | 


X'—=X—X,, Y'=Y—Y,, “=—LZ-L,, 


et considérant comme fixe la surface (x, y, 5), et comme mobile la 
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surface X’, Y’, Z’, on rentre tout à fait dans les conditions du pro- 
bleme I. 

Je vais considérer maintenant le déplacement avec roulement et glis- 
sement combinés. Je m’occuperai spécialement d’un cas particulier qui 
conduit, par une voie nouvelle, aux principales formules de la théorie 
ordinaire de la déformation des surfaces. 


$ XII. — Roulement et glissement d'un plan. 


30. Supposons que les deux familles de courbes (c,), (cs) de la sur- 
face mobile (S) soient orthogonales et prenons pour cette surface le 
plan xy.On pourra, dans le cas présent, adopter les expressions simples 


T= à, y =, 


de façon que les axes 0,2, O, y soient respectivement parallèles aux 
tangentes aux courbes fixes (C,), (Cg) de la surface (2). Les équa- 
tions (14) fourniront 





0G 0G, 
93 + ir =o Fa — Gr,=0, 
Ggi+ G,p =o, 


où G et G, sont censés donnés. On aura ici 
\ OX? OX! 
My, =. 


Si l’on tire de la retr, et 


la substitution de ces expressions dans les équations (3) conduira aun 
système de trois équations équivalentes aux formules si connues de 
M. Codazzi pour le cas où les courbes (C,), (Cg) sont orthogonales ('). 


(1) Je ferai remarquer, à cette occasion, que les formules (3), et a fortiori d'autres for- 
mules analogues de mon ancien Mémoire (Annales de I’ Ecole Normale) ne sont pas géné- 
ralement, comme celles de M. Codazzi, soumises a la restriction que l’un des axes soit 
constamment normal a une méme surface. 
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On peut, comme au § VIII, faire dépendre la solution de l’integra- 
tion d’une équation unique du second ordre. On connait, en effet, r 
et r,, et si, dans la dernière équation (3), on remplace g, par hp, cette 
équation pourra s’écrire 


GP: = hp*+ k= h(p — ky) (p— 1), 


k étant une quantité donnée. En désignant par 9 une indéterminée et 
faisant 


I 
Pi = Gh(p—fko), q=5(Pp—k), 


la substitution de ces expressions et de celle de g, transformera les 
deux premières (3) dans 


Op Op _ 1 Op Op _ 
73 5e 598 "ga Fr 


F et F, contenant p sous forme linéaire et finie. Or on a 
F —6F,=0, 


31. Dans le cas des coordonnées imaginaires qui répond aux con- 
ditions 
9x? Ox? 
jar =O Im 


en supposant toujours z égal a zéro, on peut adopter les expressions 


| z=a-+ß, y=lÜa—ß). 
Les relations 


+ OX? Oz? dX? 4. w OX? aX aX _ De dr 
sat = ED Gar? 2 5 = StL Gar’ DE 7 =D 5x 38 
deviennent ici ; 


ox? . 0X? _ OK _ 
oa 2° =D 55 = 266, 





où H est censé donné. Les équations (14), après la substitution des ex- 
pressions précédentes de x, y, fournissent 


no iss, r— ‚sch, 
G(gi— tps) = G,(q + ip). 
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On peut poser, À désignant une indéterminée, 


g+ip—=aiiG, , n—ip, = 2ÈÀG:. 
La dernière équation (3) devient 


ı d'logH 


2 da 08 = 4(G, p — Gp,) + Ppp:- 





Les deux premieres (3) fournissent généralement la combinaison 


Kg-+ip) . _. _ d(gi+ipi) .». 
— u — ir (g+ip) = I — — (gi + Bi), 


et celle qu’on en déduit par le changement de zen — ¢. Par l’élimina- 
tion de g et g,, ceséquations reviennent à 


O(AG} + Gi pr) _ pp OA 0(4G?—Gp) _ N. 
dax T7 + dB? 


93 dx 





En posant 


AG — p=G;u, 


AG, + Pi =Gr, 
on obtient ainsi le systeme 

A OHu | Où «6OHe _ , a 
(26) Hog JS Hg gx Az — us 
Comme on a ici 
g+ip=2iG}, Qi — tp, = 2iG:à, 
g—ip=2iG,u, Git ip, = 2iGv; 

si l’on fait 
a+ ib = G.Ë, a—tb=Gn, 


les équations (1), propres à la determination des cosinus pourront être 
ramenées aux suivantes 





OF .OHn _ .dc _ 
iz Zus dur 7 allic, re HA — Hun, 
OHE = : on — ‚dc =. ow — rhe 
oe = Me, er — 200, 9 = Han — Heé; 
Ann. de l’ Fe, Normale. 3° Série. Tome V. — Mans 1888. 
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et l’on aura enfin 


et les analogues. 


32. Les deux cas qui précèdent sont les plus usuels. Je suppose 
actuellement que les courbes (C,), (Cg) se coupent sous un angle va- 
riable quelconque. En prenant 


s=0, 2—=:(a,ß), y=n(a, 8), 


é et n étant des fonctions censées connues de x, 8, et posant 


xt. ox OX OX LR. 
SO =, dr =M, 2 5x 33 = LM cos»; 


05° + an 3 + On? 2 dé Oz + dn In = 707, COSY 
Ox? ‘ ox? » 03? 931 21° dx 93 dx 93 = FF; COSY, 


On aura 





où L, M, v sont supposés donnés. Quant aux quantités 5, n, elles sont 
assujetties à l’unique condition 


06 ds , On on 
da 03 da 03 





jo On Jo? ont 
G » 
Es 5 V/ 5 + ana 
Ox Ox 03 03 
en sorte que l’une d’elles reste arbitraire. Ainsi, par exemple, on peut 
prendre 


5 = 2; 


et tirer 7, par une quadrature, de l'équation 
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Dans tous les cas, si, dans les équations (14), on remplace z par zéro, 
x et y par § et n, on obtient d’abord deux équations qui ne contien- 
nent que retr,, et qui, en isolant ces deux quantités, reviennent aux 
suivantes : 


(G — (nn) 4 +85 — 83 cosy D: + Gigi sinvr—o, 


d OG; OG . 
(G — G,) = + gi cosy 55 — 8, Ir + Gg sinvn= 0. 


La troisième équation (14) se réduit d’ailleurs à 
On Oz x In dŒ\ _ 
(a THN =] — G(P53 — 953) — 0- 


Ainsi l’on connaît r et r,, et l’on a, de plus, une relation linéaire 
entre les quatre autres composantes p, p,, 9, 91, relation que j’écrirai 
sous la forme 

9x eb p+ Ay py + V4; 


où l'on peut supposer, si l’on veut, que .L, -&,, % sont des quantités 
données tout a fait quelconques. On aura, d’apres cela, 


PIı— 9Pı = ep? + À pp, + (hp — Pı)q- 


En posant 
V5 p — Pı= Pa 


le second membre pourra s’écrire 


(elo + cb, Ub) p?-+ (q — Se P) ps 
ou encore 
(ce + cb, Ub) p?— pags, 
en prenant 
bip —q —= Gr. 


La troisième équation (3) deviendra, par conséquent, 


Pp=hpf+k=hp—k)(p—kKı), 
ou 
hh + LU 
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et où À désigne une quantité censée connue. Si l’on fait, # étant une 
indéterminée, 

Pr=ho(p—k),  D=Z(p—h) 


la substitution employée sera finalement 


Pi= (th —h9)p+hk,9, 


I À, 
q = (u 5 )P +7 
Ub k, 


n=(%i— 5) (Wh —h9) p + hy hkyd + u. 


En ne faisant attention qu’aux derivees de p, on aura 


P_M_P_w— IP 
93 dx — 93 (Ws h5) a +... 


oq ns — (. 1\ Op vy. Lt, — Ip 
93 — Va = um 5) 38 — & ;) (vb h6) Ox +... 


par où l'on voit que l’on élimine les deux dérivées de p par simple 
e a e ° eo, oe , e I 
soustraction, apres avoir multiplié la premiere équation par (a, — 5): 
/ 


On sera amené, de cette façon, à une équation en 9 de même nature 
que celle dont il a été question au n° 19. 

Cela conduit, par un calcul et sous une forme peut-être plus simple, 
à des résultats équivalents aux formules générales de M. Codazzi, for- 
mules que j'avais retrouvées un peu différemment dans la rédaction 
primitive de mon ancien Mémoire, déjà cité. Mais la réduction à l’e- 
quation en Ô n’a pas, je crois, été signalée jusqu'ici, comme je l’ai déjà 
fait observer. 


XIII. — Réduction du problème général qui correspond au Problème I. 


33. La question à résoudre est celle-ci : on suppose donnés la sur- 
face (x, y, 3) ainsi que les coefficients de glissement G et G,, et il s’agit 
de trouver les autres quantités et spécialement X, Y, Z. 

Puisque G et G, sont donnés et qu’il en est de même de x, y, 3, on 
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connait les trois fonctions L, M, V provenant des relations 


_yox | dr 





2 3 
Lt = Oa? = G da? ? 
e OX? * dr? 
M° = > 98: = G? 03? 9 


0X IX ., Wx dr 
‚SI Inn 


On peut donc, par ta théorie de l'application, chercher toutes les sur- 
faces (X, Y, Z) qui répondent aux paramètres différentiels donnés L?, 
M?, V. Une quelconque de ces surfaces étant associée à la surface x, y, s, 
on pourra, d'après le paragraphe III, déterminer les cosinus a, b,c,..., 
et l’on aura tous les éléments propres à réaliser le mouvement de la 
surface (x, y, z) sur la surface adoptée (X, Y, Z), conformément aux 


conditions primitives qu’on s'était imposées. 


XIV. — Du cas général correspondant au Problème II. 


34. On donne les coefficients de glissement G et G,, ainsi que les six 
composantes de rotation (ou, si l’on veut, les cosinus), et il s’agit de 
déterminer x, y, 3 et, par suite, X, Y, Z. 

La question ainsi posée revient à l'intégration générale des équa- 
tions (14), où p, q, r; ps, Jy. 7, Sont donnés et où les inconnues sont 
x,y, 3. Malgré la forme linéaire de ces équations, le présent probleme 
me parait le plus difficile de ceux rencontrés jusqu'ici. 

Dans le cas où toutes les composantes de rotation sont nulles, les 
fonctions se séparent et chacune est déterminée par une équation telle 
que 


Ox Or dx OG, Or _ 
qu'on sait intégrer dans quelques cas particuliers. Par exemple, si 


G=3, G,=— a, 
on à 











78 ÉD, COMBESCURE. — SUR LE DÉPLACEMENT TANGENTIEL, ETC. 


les A, B étant des fonctions arbitraires. La surface associée est, par 
suite, 

13 Bla v_AB-Ba 0 y_A,8—Ba 
x + 5 a+ D 





? 


où 
A'=aA+bA,+cA, B'’=aB+bB,-+cB,, 


On peut trouver d'autres cas d'intégration; mais je ne m’arréteral 
pas, en ce moment, à des applications, pas plus qu’à diverses transfor- 
mations dout les équations (14) sont susceptibles, les transformées ne 


Ld Ld 


m’ayant pas paru présenter généralement des avantages sensibles. 


SUR LA 


REPRÉSENTATION SPHERIQUE DES SURFACES, 


Par M. Gaston DARBOUX. 





Dans son beau Mémoire sur les surfaces à lignes de courbures planes 
et sphériques, M. O. Bonnet a mis en évidence pour la première fois 
toute l'importance de la representation sphérique des surfaces, et il a 
montré que, si l’on établit une correspondance entre une surface 
quelconque et une sphère par la condition que les plans tangents aux 
deux surfaces aux points correspondants soient parallèles, aux lignes 
de courbure de la surface correspondront sur la sphère deux systèmes 
de lignes orthogonales. En ce qui concerne les surfaces à lignes de 
courbures planes, M. Bonnet a montré qu’à toute ligne plane doit cor- 
respondre, d’après le théorème de Joachimsthal, un cercle de la sphère. 
Par conséquent, la recherche des surfaces à lignes de courbures planes 
dans les deux systèmes équivaut à la détermination des surfaces dont 
les lignes de courbures ont pour image sphérique un double système 
de cercles orthogonaux. 

En 1868 et 1869, dans deux Notes insérées aux tomes LXVII et 
LXVIIL des Comptes rendus, je me suis proposé le probleme général 
qui consiste à déterminer lgs surfaces ayant une representation sphe- 
rique donnée. J’ai montré que ce probleme conduit a une équation 
linéaire aux dérivées partielles, ce qui permet de déduire de plusieurs 
solutions particulieres une solution contenant des constantes arbi- 
traires. J’ai donné en outre la solution complete du probleme suivant : 


Trouver toutes les surfaces dont les lignes de courbures ont pour repre- 
sentation sphérique un systeme d’ellipses et d’hyperboles homofocales. 
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Je me propose aujourd’hui de compléter ce résultat, et de montrer 
que l’on peut obtenir toutes les surfaces ayant pour représentation 
sphérique, soit un système d’ellipses et d’hyperboles homofocales, soit 
le système orthogonal que l’on déduit du précédent par l’inversion la 
plus générale. Voici la méthode que j'ai suivie pour effectuer cette 
intégration. 

Considérons un plan représenté par l’équation 


UL+ OY +WS+ DpD—O, 


où u, 9, w, p sont des fonctions de deux variables p, p,. Ce plan enve- 
loppe une surface non développable. Les lignes p=C, ¢,=C,, tracées 
sur celte surface, seront, comme on sait, conjuguées toutes les fois que 


l’on aura 
dv aw dp 
+ —— —— !%. — 
2=u, Jp, Op On, = 0, 


ou, ce qui est la même chose, toutes les fois qu’il existera une équa- 
tion 
0*6 06 09 
— + A +B— +(9=o, 
© Op Op, dp OP 
dont u, v, w, p seront des solutions particulières. 
Réciproquement, supposons que l’on connaisse cinq solutions de 
cette équation u, v, w, p, p’, les surfaces (2), (2’), enveloppes des 


plans 
UT+EY+NWS + p —O, 


UT + VY+s + p'—=O 


jouiront de la propriété que, pour les points correspondants aux 
mêmes valeurs de p, p,, les plans tangents aux deux surfaces seront 
parallèles, et en outre que les lignes p = Ç, p, = C, seront conjuguées 
sur les deux surfaces. Si l’une de ces surfaces est une sphère (S), les 
lignes conjuguées deviennent sur (S) des lignes orthogonales, et ce 
systeme de lignes orthogonales forme la représentation sphérique des 
lignes de courbure de l’autre surface. Nous sommes ainsi conduits, on 
le verra sans peine, au théoreme suivant : 


Étant donnée une équation aux dérivées partielles de la forme (1), si 
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l’on peut trouver quatre solutions de cette équation liees par la relation 


(2) + + wt pt, 
les équations 
x — u [4 „_# 
— T9 — 7) a— 
P y P P 


definıront un système de lignes sphériques orthogonales, et la surface la 
plus generale dont les lignes de courbure ont ce système pour image sphe- 
rique sera l'enveloppe du plan 


uz+vy+wz+P—o, 
où P est l’integrale generale de l'équation (1). 


On voit donc que, pour avoir des solutions complètes du problème 
de la représentation sphérique des surfaces, il suffit de connaître une 
équation de la forme (1) dont on ait l'intégrale générale et qui ait 
quatre solutions particulières liées par l’équation (2) ou, en général, 
par une équation du second degré à coefficients constants. 

Considérons, par exemple, l'équation 


0?9 0 09 
(3) te 


On trouvera facilement des solutions partieulieres de la forme 

4 

u =) Avy(p+a)(pm-+a:) 
1 
4 

o= Bip + a)(mı+ a), 
1 
4; 

w=> CV Fa a, 
1 


P =), D,v(p +a,)(pı +4) 


entre lesquelles aura lieu la relation (2). Le systeme spherique ortho- 
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gonal correspondant sera celui qui a été indiqué au commencement de 
cette Note. Comme on sait déterminer une infinité de solutions parti- 
culières et l’intégrale générale de l'équation (3), le résultat annoncé 
se trouve établi. 

Il me reste à indiquer comment on peut rattacher ce résultat au 
théorème suivant : 


St l’on peut déterminer les surfaces ayant une représentation sphérique 
donnée, on saura aussi déterminer sans intégration nouvelle les surfaces 
ayant pour représentation sphérique celle qu'on déduit de la précédente 
par une inversion quelconque. 


Il. 


Considérons une surface (2) et supposons que ses lignes de courbure 
aient pour image sphérique deux systèmes de lignes orthogonales 
tracées sur une sphère (S). Soumettons ces lignes sphériques à une in- 
version dont le pôle sera un point quelconque O, et dont le module 
sera choisi de telle manière que la sphère (S) se corresponde à elle- 
même; soit (P) le plan polaire de O par rapport à (S). Considérons un 
plan tangent quelconque (x) de la surface (2), et abaissons du 
centre C de la sphère (S) la perpendiculaire sur ce plan, perpendicu- 
laire qui rencontrera la sphère en un point M; soit M’ l'inverse du 
point M. Le plan (r’), perpendiculaire à CM’ et passant par l'inter- 
section du plan (x) avec le plan fixe (P), enveloppera une surface (2), 
dont la représentation sphérique sera fournie par les lignes orthogo- 
nales inverses de celles qui servent de représentation à (2). 

Nous retrouvons ainsi, et nous donnons le moyen de réaliser géomé- 
triquement cette méthode de transformation des surfaces avec conser- 
vation des lignes de courbure, dans laquelle à un plan correspond un 
plan, et qui a été étudiée plus particulièrement par M. Laguerre sous 
le nom de transformation par directions réciproques; et nous voyons de 
plus que cette méthode nous permettra, toutes les fois que le problème 
de la représentation sphérique aura été résolu pour un système de 
lignes, d’en donner la solution pour tous les systèmes orthogonaux que 
l’on peut en déduire par une inversion. Par exemple, si l’on cherche 
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les surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes, sur- 
faces qui ont pour représentation sphérique un double système de 
cercles orthogonaux, on pourra se horner au cas où ce double système 
de cercles serait formé des méridiens et des parallèles (je fais abstrac- 
lion du cas relativement facile, et que je considérerai plus loin, où les 
cercles d’une même série sont tangents les uns aux autres en un point 
fixe). Alors les lignes de courbure de l’un des systèmes seront dans 
des plans parallèles, et l’on aura la surface connue, si complètement 
étudiée dans l’Ouvrage classique de Monge. 

Aux surfaces du second degré, qui ont pour représentation sphérique 
un systeme d’ellipses et d’hyperboles homofocales, correspondront les 
surfaces de quatrieme classe correlatives des cyclides qui auront pour 
représentation sphérique un systeme orthogonal formé de lignes du 
quatrième ordre, inverses des ellipses et des hyperboles homofocales. 

Dans un grand nombre de recherches, il y a le plus grand avantage 
à généraliser la méthode ordinaire de représentation sphérique, en 
s'appuyant sur le théorème suivant : 


Considérons une sphère variable (U), assujettie à toucher a la fois une 
surface (2) et une sphère (S). Quand le point de contact de (U) et de (2) 
décrit une ligne de courbure, le point de contact de (U) et de (S) décrit 
une ligne sphérique qui correspond à la ligne de courbure. Cela pose, les 
lignes sphériques qui correspondent aux deux systèmes de lignes de cour- 
bure se coupent mutuellement à angle droit. 


Ce mode de représentation comprend celui que l’on emploie ordi- 
nairement comme cas particulier. Il suffira, pour revenir à la repré- 
sentation usitée, de supposer que le rayon de la sphère (S) grandisse 
indéfiniment. Maisil a l’avantage de subsister quand on effectue toutes 
les transformations qui conservent les lignes de courbure, et l’on peut 
encore démontrer que toute transformation effectuée sur une sur- 
face (2%), et conservant les lignes de courbure, entraine un change- 
ment dans la représentation sphérique de cette surface, qui équivaut à 
une ou à plusieurs inversions. 

On peut ainsi représenter une surface, non plus sur une sphère, 
mais sur un plan. Par exemple, les surfaces à lignes de courbure 
planes, qui ont pour représentation sphérique ordinaire deux systèmes 
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formés de cercles qui se touchent mutuellement, peuvent être déduites 
de celles qui ont pour représentation plane deux systèmes de droites 
orthogonales. On obtient sans difficulté ces nouvelles surfaces. Elles 
peuvent être considérées comme l’enveloppe d’une sphère variable 
assujettie à toucher un plan fixe, que l’on prendra pour plan des xy, 
et alors la surface décrite par le centre de la sphère variable aura pour 
équation 
3 = Q(x) + (y), 


où > et } sont deux fonctions arbitraires. 


IT. 


Dans l’article I, j'ai établi le théorème suivant : 


Considérons une équation aux dérivées partielles 


1 3 Os 05 
TE AT +B + Cz, 
” Opdp, Op dpi 
ou A,B, Csont des fonctions quelconques de p, p,, et supposons que l’on 
connaisse quatre solutions particulières de cette équation, liées par une 
relation homogène du second degré. On pourra toujours, en combinant 
lineairement ces solutions, ramener cette relation à la forme 


(2) + + = p?, 


Cela pose, les équations 


definissent toujours un système sphérique orthogonal (A), forme des 


lignes 
p = C, pı = C.. 


De plus, si 9 désigne une solution nouvelle quelconque de l'équation (1), 


le plan 
uX+rY+w7+9=o 
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enveloppera, quand p et p, prendront toutes les valeurs possibles, une 
surface dont les lignes de courbure auront pour image sphérique les courbes 
du système orthogonal (A). 


Ce théorème est très fécond, et je vais montrer qu’il permet de déter- 
miner, dans un nombre illimité de cas nouveaux, toutes les surfaces 
ayant une représentation sphérique donnée. 

Supposons, en effet, que l'équation aux dérivées partielles (1) 
appartienne à la classe, si nombreuse, de celles qui admettent quatre 
solutions particulières de la forme 


3, — A,B,, 3:— A, B,, S3— A,B, 3, — A;Bs, 


où A,, A, sont des fonctions d’une seule variable, solutions particulières 
d’une même équation linéaire du second ordre, et B,, B, des fonctions 
d’une autre variable, définies également par une équation linéaire du 
second ordre. Il est clair que les quatre solutions particulières précé- 
dentes sont liées par la relation du second degré 


318 = S735 


et l’on pourra, par conséquent, appliquer le théorème fondamental. 
Je considère, en particulier, l'équation 


(3) says = LS (a+ 18) — 9(a — Bla, 





où & désigne y— ı. Elle admet évidemment comme solution particu- 
liere le produit d’une fonction P de « +28 par une fonction Q de 
a — 73, et, si l’on prend pour P,, P, les intégrales de l'équation 

(4) PP=P[f(@+iß)+m], 


où m désigne une constante, et pour Q,, Q, celles de l’equation 


Q’= Qp(a—i6) + ml], 
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on verra facilement que les quatre solutions suivantes de l’équa- 
tion (3), 

(5) u— P,Q,+ P,Q, v= P,Q,— P,Q,, 

e=1(P,Q,— P,Q:), p=P,Q,+ P,Q:, 

satisfont à la relation (2) et, par conséquent, définissent un système 
sphérique orthogonal. Si les fonctions f et 9 sont imaginaires conju- 
guées, et si Q,, Q, sont les solutions respectivement conjuguées à P,, 
P,, ce système sera réel, et il est aisé de voir qu’il sera isotherme. Un 
tel système est défini des que l’on connaît la fonction f + m et les 
solutions particulières P,, P,. Si l’on remplace P,, P, par d’autres 
solutions de l’équation (4), on obtient les systèmes qui se déduisent 
du premier par des inversions. Nous dirons dans la suite que tous ces 
systèmes, qui jouent un rôle équivalent dans la question qui nous 
occupe, correspondent à l'équation linéaire 


y'=ylf(z)+m], 


que l’on déduit de l’équation (4) en remplaçant « +78 par x. 
On peut ramener à la forme (3) une équation bien connue, et qui 
se présente soit en Géométrie, soit en Physique mathématique; c’est 


la suivante : 
as _ m(m+1) 


Pa (p — fp)? 





Elle offre un réel intérêt au point de vue de l’histoire de la Science. 
Son intégration, donnée par Euler pour m entier, a mis pour la pre- 
mière fois en évidence ce fait que l’integrale générale d’une équation 
du second ordre peut contenir des fonctions arbitraires entrant avec 
leurs dérivées jusqu’à un ordre quelconque. Poisson en a donné, pour 
toutes les valeurs de m, une intégrale où les fonctions arbitraires 
entrent sous le signe de l'intégration définie. Si l’on y remplace p par 
une fonction A d'une nouvelle variable «, et 5, par une fonction B 
d’une nouvelle variable ß, elle prend la forme 


25 _m(m+ı)AB'_ 
(A—BY ~ 
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En cherchant si l’on peut ramener cette dernière équation à la 
forme (3), nous sommes conduit à un problème qui se présente sous 
une autre forme dans la Géométrie de la sphère et dont on obtient les 
trois solutions suivantes : 


Az, B=—6 fe = MUM EN, 
2° A = sin?a, B=sintiß, f(r)= min 


3° A = sn?(a + iK’), B= sn, f(z)=m(m-+1)k:sn’z, 


la dernière comprenant les précédentes comme cas limites. La con- 
clusion de cette recherche est donc la suivante : 


On saura trouver toutes les surfaces ayant pour représentation sphérique 
les systèmes isothermes correspondant aux trois équations 


ar 1) — 1], 


__ [m(m+i) x 
y=y| sin? — i], 
y'=y[m(m +1) sn? 2 + k], 


dont la dernière est l'équation de Lame. Les formules d'intégration defi- 
nissant la surface ne contiendront les fonctions arbitraires sous aucun 
signe d'intégration définie, tant que m sera entier. 


Cette proposition comprend tout ce que l’on sait relativement aux 
surfaces à lignes de courbure planes, à celles dont la représentation 
est formée d’ellipses sphériques orthogonales, etc. On trouve une infi- 
nité de surfaces algébriques dont les lignes de courbure sont algé- 
briques. 

Il me reste à montrer comment on peut étendre les résultats précé- 
dents à des systèmes isothermes, contenant des constantes dont le 
nombre croitra indéfiniment. 
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Dans l'article précédent, j’ai montré que, si l’on sait intégrer l’e- 
quation 


Pz 


(1 = 
92 03 


=i[ f(2+i3)— sta — i3)]=: 

on pourra obtenir toutes les surfaces dont les lignes de courbure ont 
pour image sphérique l’un quelconque des systèmes orthogonaux 
correspondants à l'équation 


(2) Y=ylf(z) + m]. 


Je vais compléter ce résultat en établissant que l'on peut de- 
duire de l'équation (+) une suite illimitée d’équations de même forme, 
et qui seront toutes intégrables dès que l’équation (r) le sera elle- 
méme. Je m’appuierai pour cela sur la belle proposition suivante, que 
l’on doit à M. Moutard : « Toutes les fois que l’on sait intégrer l'é- 
quation 

Ors 


(3) 9293 1 


on sait aussi trouver l’integrale de l’équation 


I 
7 Ps a (= _ 
0a 08 " dads ” 


où w désigne une solution particulière quelconque de l’équation (3).» 
Appliquons ce résultat aux équations de la forme (1), mais choisis- 
sons la solution w parmi celles qui sont de la forme 


w = O(a + iB) a(a — iß); 


nous serons ainsi conduits à l’équation 


Û ATOM 
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qui est de la même forme que l’equation (1). Nous pouvons donc 
énoncer la proposition suivante : 


Toutes les fois que l’on saura résoudre le problème de la represen- 
tation sphérique pour les systèmes orthogonaux correspondants à l'équa- 
tion 


(6) y=yf(e) 


on saura aussi le résoudre pour les systèmes correspondants a l'équation 


(7) y=y|o(z) +m], 


où 9 désigne une solution de l’équation (6). Plus généralement, chaque 
solution particuliere du premier probleme donnera, par une quadrature, 
une solution du second. 


L’application de cette proposition parait extrémement limitee, car 
il semble que l'on sera immédiatement arrêté par la nécessité d’intégrer 
l'équation (7), qui fait connaître les nouveaux systèmes orthogonaux. 
Il me paraît donc très curieux que cette intégration n'offre aucune 
difficulté, et puisse toujours être obtenue, comme cela résulte du 
théorème suivant : 


Toutes les fois que l’on saura intégrer pour toutes les valeurs de la 
constante m, l'équation linéaire 


(8) y'=yl[f(x)+m], 


on saura aussi intégrer l'équation 


(9) y=y|’(7) +m|. 


9 désignant une intégrale particulière de l’equation (8), où l’on a fait 
m = 0. L'intégrale de l'équation precedente sera 
G' 
yzuW—u 7 


u désignant l'intégrale generale de l’equation (8). 
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Il est aisé de vérifier par un calcul direct cette proposition, sur 
laquelle je me propose d’ailleurs de revenir pour la rattacher à une 
autre plus générale. Je me contenterai de remarquer maintenant que 
les équations de la forme (8), oü le parametre m prend différentes va- 
leurs, se rencontrent fréquemment et jouent un rôle important en 
Physique mathématique. Il ya done quelque intérêt à montrer que l'on 
sait augmenter indéfiniment le nombre de celles dont l'intégration 
peut être obtenue. En tous cas, appliquée au problème que je m'étais 
proposé, Ja proposition précédente montre que, lorsqu'on saura ré- 
soudre, totalement ou en partie, le problème de la représentation 
sphérique pour les systèmes orthogonaux correspondants à l’equa- 
tion (7), on saura résoudre le mème problème pour une suite illimitée 
de systèmes orthogonaux correspondants à des équations que l'on saura 
toutes intégrer, et qui contiendront un nombre de constantes de plus 
en plus grand. 

Le théorème précédent aurait pu se déduire de la proposition de 
M. Moutard, que j'ai rappelée au début de cet article. Cette proposi- 
lion se rapporte à des fonctions de deux variables; mais M. Moutard a 
remarqué, il y a déjà longtemps, que l’on pouvait en déduire des résul- 
tats relativement aux équations linéaires du second ordre à une seule 
variable indépendante. Je citerai à ce sujet une Note Sur les equations 
différentielles lincaires du second ordre, présentée par ce savant géo- 
mètre à l'Académie le 22 mars 1895 (Comptes rendus, t. LXXX, 
p. 729). Toutefois les résultats obtenus dans cette Note s'appliquent 
à une question tout à fait différente de celle que j'ai traitée et ne me | 
paraissent pas contenir la proposition relative aux équations linéaires 
a une variable indépendante dont j'ai donné plus haut l'énoncé. 


V. 


Dans les articles précédents, je me suis occupé du problème de 
Géométrie infinitésimale qui a pour objet la détermination de toutes 
les surfaces ayant une représentation sphérique donnée. Je me suis 
contenté d'abord de traiter le cas où les images sphériques des lignes 
de courbure forment un système orthogonal et isotherme, parce que 
l'étude de cette hypothèse particuliere conduit à des problèmes d’Ana- 
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lyse du plus grand intérêt. Mais la méthode que j'ai suivie est appli- 
cable aux systèmes orthogonaux les plus généraux, ct je vais montrer 
comment elle conduit à la solution complète du problème de la repré- 
sentation sphérique, toutes les fois que cette solution peut être obtenue 
en termes finis. 

Considérons une surface quelconque (2) comme l’enveloppe d’un 
plan défini par l'équation 


(1) (r+,)X+(ı-— ar)Y+iı + 77)Z—P =0, 


ou X, Y, Z désignent les coordonnées courantes, x, y deux variables 
indépendantes pouvant prendre toutes les valeurs possibles, et P une 
fonction quelconque de ces variables. L’équation de la surface s’ob- 
tiendrait en éliminant x, y entre l'équation (1), et celles qu'on lui 
adjoint en prenant les dérivées successivement par rapport à x et à r. 
Il est aisé, du reste, de donner la signification géométrique des va- 
riables a et y. Ce sont les coordonnées imaginaires symétriques du 
point où une sphère de rayon ı est rencontrée par la parallele, menée 
par son centre, à la normale de la surface (2). 

Ces variables ont déjà été employées par M. O. Bonnet dans son 
beau Mémoire Sur l'emploi d'un nouveau systeme de variables dans Ve- 
tude des proprietes des surfaces courbes, et nous devons à M. Bonnet ce 
résultat élégant, que l'équation différentielle des lignes de courbure 
de la surface (2) prend la forme 


(2) dpdx — dq dy — 9, 
où p et q désignent, suivant l’usage, les dérivées partielles de P par 
rapport à æ et à y. 

Si nous designons de même par r, s, ¢ les dérivées secondes de P, 
l’equation (2) peut aussi s’écrire 

rdı: — tdy?—= 0. 

Par suite, si x, ß désignent les paramètres des lignes de courbure, 

on aura 


Ld [4 a 8 ’ [4 
À étant égal à la racine carrée de = 
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Comparant les équations (3) à l'équation (2), on voit que l’on aura 
aussi 


/ L—) 10 
(4) da da 


Il est d’ailleurs aisé de reconnaitre que, toutes les fois que les équa- 
tions (3) et (4) seront satisfaites, il en sera de même de l’équation 


æ 


Op dx Op dx dq dy dq dy 


da 03  d30x | Ja dB Moda 


qui exprime que p et g sont les dérivées partielles d'une même fonction. 

Cela posé, supposons qu'il s'agisse de trouver les surfaces ayant une 
représentation sphérique donnée. Alors x et y devront être considérées 
comme des fonctions données de x et de 6. Les équations (3) seront 
compatibles et nous feront connaitre la valeur de À. Pour trouver la 
surface, c’est-à-dire pour déterminer P, il suffira de résoudre les équa- 
tions (4) et, les valeurs de p, g une fois obtenues, on en déduira P par 
une quadrature. 

Or l'intégration du systeme (4) se ramène aisément a celle de l’e- 
quation 





() 0203 — |} 0x 08 


et, si Z est une solution de ceite équation, on aura 


et q sobtiendra par une quadrature. 
On sait que M. Moutard a étudié les équations aux dérivées partielles 


de la forme que nous venons de rencontrer. Les importantes proposi- 
tions qu'il a fait connaître nous conduisent à la conclusion suivante : 


On peut obtenir tous les cas dans lesquels le problème de la representa- 


tion sphérique est susceptible d'une solution en termes fins. 
Toutes les fois que le problème de la représentation sphérique aura été 
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resolu d’une maniere quelconque pour un systeme de courbes orthogonales, 
on pourra déduire de la solution obtenue celle qui se rapporte à toute une 
suite illimitée de systèmes sphériques orthogonaux. 


Les premiers cas d’intégrabilité se rapportent, comme je l’ai indiqué 
il y a déjà longtemps, aux surfaces dont les lignes de courbure sont 
planes dans un système. 


VI. 


Considérons une équation quelconque aux dérivées partielles défi- 
nissant une fonction s de plusieurs variables indépendantes. Si l’on y 
remplace z par 3 + ez’, que l’on développe suivant les puissances de « 
et que l’on égale à zéro le coefficient de €, on aura une équation linéaire 
par rapport à 3’, que j’appellerai l'équation auxiliaire et dont la con- 
sidération joue un grand röle dans la théorie de l'équation proposée. 
L’équation auxiliaire définit les solutions infiniment peu différentes 
d’une solution donnée; elle a, par conséquent, une signification qui ne 
dépend en aucune manière du choix des variables et qui subsiste après 
un changement quelconque de ces variables. Comme elle est linéaire, 
son étude est relativement facile, et cette étude peut, d’ailleurs, con- 
duire à des résultats très importants se rapportant à l'équation pro- 
posée elle-même. Supposons, par exemple, que cette dernière équation 
admette une intégrale dans laquelle figurent des fonctions arbitraires 
avec leurs dérivées jusqu’à un ordre déterminé. Il devra en être de 
même pour l'équation auxiliaire en 2’, quand on y remplacera 3 par 
une solution quelconque de l'équation donnée. Si donc il existe des 
solutions 3 de la proposée pour lesquelles l’équation auxiliaire n’adnıet 
pas d’integrale de cette nature, il en sera de mème pour l’equation 
proposée. 

Sans entrer dans de plus grands détails sur l'emploi de l'équation 
auxiliaire, j’indiquerai deux problèmes de Géométrie auxquels j'ai 
appliqué la méthode que je viens d'exposer. | 

Considérons une surface (2) et cherchons toutes les surfaces infini- 
ment voisines qui formeraient avec ( 2) une famille d’un système triple 
orthogonal. On peut démontrer très facilement que ce problème, déjà 
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étudié par M. Cayley, équivaut à l'un quelconque des deux suivants: 


Trouver les surfaces admettant la même représentation sphérique que la 
surface (2). 
Ou bien : 


Trouver tous les systèmes de cercles normaux à une famille de surfaces 
dont fait partie la surface (2). 


Il résulte immédiatement de ce rapprochement que, si l’on sait ré- 
soudre le probleme de la représentation sphérique pour une surface (2), 
on saura le résoudre aussi pour les surfaces inverses ou transformées 
par rayons vecteurs réciproques de (2). 

Cette proposition nous permet, toutes les fois que le problème de la 
représentation sphérique sera résolu par une surface particulière, 
d’obtenir par de simples quadratures la solution de ce même problème 
pour une suite illimitée de surfaces nouvelles se déduisant les unes des 
autres et contenant dans leur équation un nombre de plus en plus 
grand de fonctions arbitraires. Ces résultats sont d'accord avec ceux 
que j'ai fait connaitre dans l’article précédent. 

Considérons maintenant un autre problème : la recherche des sur- 
faces applicables sur une surface donnce. On sait toute la difficulté de 
cette question, qui n’a encore été complètement résolue que pour les 
surfaces développables et deux surfaces de révolution. Conformément 
aux idées précédentes, nous commencerons par rechercher les surfaces 
applicables sur une surface (2) et infiniment voisines de (È). 

Si l'on désigne par êx, cy, 53 les accroissements que prennent x, y, 3 
quand on passe d’un point de la surface (3) au point correspondant 
de la surface infiniment voisine, on trouvera, en exprimant que l’are 
d'une courbe ne change pas de longueur, l'équation 


dr dor + dy dûr + d: di: — 0. 
Si donc &,, y,, 5, désignent des quantités finies proportionnelles à éx, 
N) a 
oy, Os, on aura 


dic dr, + dy dy, + dzsd3,=0. 


Cette équation exprime que la surface (2) et la surface (X,) lieu du 


De 
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point (2,, Y:, z,) se correspondent point par point, de manière que 
les éléments correspondants soient perpendiculaires. Nous retombons 
ainsi sur le problème de la transformation par orthogonalité des élé- 
ments, posé par M. Moutard, problème qui acquiert par là un nouveau 
degré d'intérêt ('). 

Le problème de Géométrie posé par M. Moutard se ramène presque 
immédiatement, comme l’a indiqué ce savant géomètre, à la question 
d'Analyse dont il a donné la solution complète dans un Mémoire pré- 
senté à l'Académie et publié par extrait dans le XLV® Cahier du Journal 
de l'École Polytechnique. 

Les surfaces pour lesquelles on sait le résoudre se partagent en dif- 
férentes classes. Pour chacune d'elles on connaît les expressions de x, 
y, s en fonction des paramètres x, 3 des lignes asymptotiques. Ces 
expressions contiennent au moins quatre fonctions arbitraires. Cela 
posé, si l’on veut trouver toutes les surfaces applicables sur une sur- 
face donnée et ne contenant dans leur équation que des fonctions ar- 
bitraires avec leurs dérivées jusqu’à un ordre déterminé, ces surfaces 
devront toutes faire partie de l’une des classes que nous venons de 
définir. 

Les surfaces de la première classe sont définies par les équations 
suivantes : 


= AB A,B, + f (AdA,— Ada) — f (By dB, —B; aB,), 


y—A,B — AB, + [(AdA, — A, dA) — fie dB, —-B, dB), 


tı 


— AB, — BA, + (Ada A ds.) — { (B,dB _ BaB,), 


où À, A,, A, sont des fonctions d’un même paramètre a, B, B,, B, des 
fonctions d’un autre paramètre 3. 


— _ — - . _ -- um . — 
. ——. — m — m. _——— — U — — 


(1) Ce rapprochement entre deux questions si différentes est extrémement utile, comme 
je le montrerai, dans la recherche de toutes les surfaces applicables sur une surface don- 
née ; je l'ai indiqué dans une Communication faite le 17 décembre 1873 à la Société mathé- 
matique. Depuis MM. Lecornu et Beltrami ont publié de belles recherches sur la déformation 
infiniment petite des surfaces, mais en se placant souvent au point de vue mécanique. 
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Si l’on suppose que ces fonctions soient liées par les relations 


At+ A? + A? —e, 
B'+ B? + B! =e, 


on aura toutes les surfaces applicables sur le paraboloide de révolution 
sie — 1, et sur les développées des surfaces minima si € = o. 

Ces surfaces jouissent de nombreuses propriétés géométriques, sur 
lesquelles je n’insiste pas en ce moment. | 
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LES PHÉNOMÈNES ÉLECTROCAPILLAIRES, 


Par P. DUHEM. 





PREMIERE PARTIE. 


DE LA PRESSION ÉLECTRIQUE. 





CHAPITRE I. 


DES DIFFERENCES DE NIVEAU POTENTIEL AU CONTACT DE DEUX SUBSTANCES 
DIFFERENTES. 


§ I — De la quantité 6. 


1. La théorie de la distribution de l'électricité en équilibre sur un 
système de corps conducteurs est due à Poisson. Poisson a déduit cette 
théorie des hypothèses suivantes : 

1° On peut appliquer aux charges électriques en équilibre les propo- 
sitions demontrees en Statique pour les systèmes de points matériels en 
équilibre. 

2° Deux charges électriques g et g’, concentrées en des points que 
sépare une distance r, exercent l'une sur l’autre une action repulsive 
donnee par la formule 





e étant une constante positive. 


Ann, de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome V. — Mans 1888. 13 
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Ces deux hypothèses conduisent à un théorème fondamental dont 
voici l'énoncé : Pour que l'électricité distribuée sur un systeme de corps 
conducteurs soit en équilibre, il faut et il suffit qu'en tous les points d'un 
méme conducteur la fonction potentielle ait la méme valeur. 

Ce théorème est en désaccord avec un fait d'expérience dont la 
découverte est due à Volta et dont l'existence a été confirmée depuis 
par un grand nombre d’observateurs : lorsque l'équilibre électrique est 
établi sur un conducteur forme de plusieurs substances différentes, le niveau 
potentiel, constant à l'intérieur d'une même substance, varie lorsqu'on 
passe d'une substance à une autre. 

M. Helmholtz (') a fait disparaitre ce désaccord en joignant une 
nouvelle hypothèse à celles que Poisson avait admises; cette hypothèse 
est la suivante : chaque particule électrique est soumise non seulement 
a l’action des autres particules électriques répandues sur le système, 
mais aussi à l’action de la matière qui l’environne; une masse malé- 
rielle wz, située à une distance r du point où est concentrée une charge 
électrique g, exerce sur cette charge électrique une action que nous 
compterons positivement lorsqu'elle sera répulsive; cette action a pour 


valeur 
F,-=mqf(r), 


/(r) etant une fonction de r dont la forme dépend de la nature et de 
l’état de la masse m; cette fonction est égale à o pour toute valeur de r 
supérieure à une certaine quantité uw qui, par son extréme pelitesse, 
échappe à l'expérience. 

Considérons un système formé d’un nombre quelconque de conduc- 
teurs et un point M situé à l'intérieur de l’un d'eux; soit V la valeur de 
la fonction potentielle au point M; considérons l’une quelconque des 
fonctions F(r) définies par la relation 


dEin) - — fi r) 


dr 


Posons 
U=:V+®, 


— - — —_— _ — —- — - . —_— en 


(1) I. HELMHoLTz, Ueber die Erhaltung der Kraft, p. 47; Berlin, Reimer, 1847 (Wissen- 
schaftliche Abhandlungen, \. 1. p. 48). 
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avec 
(1) 6 — S F(r)dm, 


la sommation s’etendant, dans cette dernière égalité, à toutes les 
masses matériclles élémentaires comprises dans la sphere dont le 
centre est en M et dont u est le rayon. Il est aisé de voir que la force 
qui agit sur une particule électrique g située au point Ma pour compo- 
santes 


- U OU 
N=—-q > 129, L=—q ys 


Par conséquent, lorsque l'équilibre électrique est établi sur un système 
de conducteurs, c'est la fonction U et non, comme le voulait la théorie 
de Poisson, la fonction V, qui doit avoir la même valeur en tous les 
points pris à l’intérieur d'un même conducteur. Si l’on prend plusieurs 
points en lesquels le même conducteur soit formé de la même matière, 
la quantité © aura la même valeur en tous ees points; il en sera alors 
de même de la fonction potentielle, résultat qui sera conforme à la 
théorie de Puisson. Au contraire, si le conducteur est formé par l’as- 
semblage de plusieurs corps de nature différente et si l’on prend deux 
points situés à l’intérieur de substances différentes, la quantité 6 aura 
en ces deux points des valeurs différentes, et il en sera de même de la 
fonction V. 

La théorie de M. Helmholtz, dont nous venons d'exposer le principe, 
coordonne toutes les lois auxquelles sont soumises les différences de 
niveau potentiel au contact de deux substances différentes. L’hypo- 
thèse sur laquelle elle repose soulève, il est vrai, certaines difficultés, 
mais ces difficultés sont déjà impliquées, pour la plupart, dans les prin- 
cipes mêmes de la théorie de Poisson. 

Nous avons cherché, dans un autre travail ('), à faire disparaitre ces 
difficultés accumulées au début de l'Électrostatique; pour ne pas 
allonger outre mesure le présent travail, qui doit ètre consacré à l’ex- 
posé de résultats nouveaux, nous ne reprendrons pas ici la chaine des 


(1) Le potentiel thermodynamique et ses applications à la mécanique chimique et a la 
theorie des phénoménes électriques, 3° Partie, Chap. I: Paris, 1886. 
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raisonnements par lesquels nous avons cherché à atteindre ce but; nous 
nous contenterons de rappeler la proposition à laquelle ils nous ont 
amenés. Cette proposition est la suivante : 

Considérons un système formé de corps immobiles portant des 
charges électriques en repos, et soumis sur toute sa surface à une pres- 
sion normale, uniforme et constante P. Ce système admet un potentiel 
thermodynamique défini par l'égalité 


(2) ®=W+ Y0Q+ E(U—TS) +P, 


W etant le potentiel électrostatique du système, 

= son volume, 

T la température absolue à laquelle il est porté en tous ses points, 

U l'énergie interne que posséderait le systeme si tous les corps qui le 
composent étaient ramenés à l’état neutre tout en conservant leur 
forme, leur volume et leur état, 

S l’entropie du système dans les mêmes conditions, 

Q une des charges électriques du système, 

© une quantité qui dépend uniquement de la nature du systeme au 
point où se trouve la charge Q,- 


> enfin, le symbole d’une sommation qui s'étend à toutes les charges 
du système. 


Tout en laissant de côté la série des raisonnements par lesquels on 
déduit cette égalité de la lot donnée par Coulomb pour les actions mu- 
tuelles des conducteurs électrisés, il est nécessaire que nous appelions 
l'attention sur le point suivant : 

Toutes les considérations qui conduisent à |’ égalité précédente 
reposent sur un théorème susceptible de s’enoncer ainsi : lorsqu'une 
charge électrique passe d’un point à un autre en traversant un conduc- 
teur homogene, dont tous les points sont à la même température et qui 
laisse passer l'électricité sans éprouver de changement d'état, le travail 
non compensé produit dans le systeme se réduit à la variation changée 
de signe de la quantité W. 

Pour démontrer ce théorème fundamental, on use d’un artifice par 
lequel, au lieu de transporter seulement la charge électrique d’un 
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point à un autre du conducteur, on détache un petit fragment du con- 
ducteur autour du point où se trouve tout d'abord la charge électrique, 
puis on le déplace avec la charge qu'il porte, de manière à le substi- 
tuer à un petit fragment identique, mais à l'état neutre, détaché autour 
du point où la charge électrique doit se trouver après la modification: 
ce second fragment, de son eôté, est substitué au premier. L’applica- 
tion des théorèmes généraux de la Thermodynamique à la nouvelle 
modification ainsi imaginée conduit à la proposition dont nous venons 
de rappeler l'énoncé. 

Or, les principes de la Thermodynamique, qui ont une origine essen- 
tiellement expérimentale, ne doivent être appliqués qu'à des trans- 
formations dont la réalisation puisse être au ınoins conçue comme 
possible. D'autre part, il est bien probable que les dimensions d’un 
fragment que l’on peut mécaniquement détacher d’un corps, de manière 
que le fragment séparé conserve la mème structure que le corps, ont 
une limite inférieure, inaccessible à l'expérience, il est vrai, à cause 
de son extreme petitesse, mais cependant différente de zéro. Par con- 
sequent, dans l'opération imaginée précédemment, nous devons sup- 
poser que les deux fragments détachés du conducteur ont des dimen- 
sions supérieures à une certaine limite; nous devons, a fortiori, 
supposer que le conducteur dont ces deux fragments sont détachés a 
des dimensions supérieures à cette limite; si done nous raisonnons 
comme si les deux fragments détachés se réduisaient à deux points, 
si nous étendons le résultat obtenu, même au cas où le conducteur ne 
peut être regardé comme homogene que dans un domaine infiniment 
petit, il faudra nous souvenir que nous obtenons non pas une théorie 
exacte, mais seulement une théorie approchée dans laquelle nous 
regardons comme infiniment petites des quantités qui, en réalité, ne 
sont que très peliles. 

Pour être rigoureux, nous devons regarder la quantité ©, qui figure 
dans l'égalité (2), comme pouvant dépendre non pas seulement de la 
constitution du systeme au point où se trouve la charge Q, mais aussi 
de la constitution des parties du système qui environnent ce point; dès 
lors, l'idée qui s'offre naturellement à l'esprit est d'attribuer à @ 
une expression analogue à l'expression (1), qui dérive de la théorie de 
M. Helmholtz. 
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Cette remarque a une grande importance, comme nous l’allons voir 
immédiatement. 

La théorie du potentiel thermodynamique, comme la théorie de 
M. Helmholtz, conduit à la proposition suivante : Lorsque l'équilibre 
électrique est établi sur un système de conducteurs, la quantité 
(EV+ 0) a la même valeur en tous les points de ce conducteur, 
pourvu qu’une température uniforme regne à l’intérieur de ce conduc- 
teur et que l'électricité puisse y circuler sans y produire de change- 
ment d'état. 

Supposons pour un instant que la quantité 6 dépende uniquement 
de la constitution du conducteur au point où se trouve la charge élec- 
trique et envisageons un conducteur formé de deux métaux différents 
accolés l’un à l’autre; prenons un point situé à l’intérieur de l’un des 
métaux, infiniment près de la surface de contact et supposons qu’une 
charge électrique concentrée en ce point passe en un autre point in- 
finiment voisin de la surface de contact, infiniment rapproché du 
précédent, mais situé à l’intérieur du second métal; la constitution du 
conducteur au point où se trouve la charge électrique subirait une varia- 
lion finie; Ja quantité © subirait, par conséquent, une variation finie 
et, comme la quantité (eV + 9) ne doit éprouver aucune variation, la 
quantité V subirait aussi une variation finie; en d’autres termes, {a 
fonction potentielle serait discontinue en tous les points de la surface de 
contact des deux métaux. 

Mais, d'autre part, on ne peut imaginer aucune distribution de l'é- 
lectricité sur un systeme de conducteurs qui n’appartienne à l'un des 
quatre modes suivants, ou qui ne puisse élre envisagée comme le 
résultat de la superposition de plusieurs distributions simples dont 
chacune appartient à l’un de ces quatre modes : 

1° L’électricité remplit certains volumes, de manière à avoir une den- 
sité finie en chacun des points de ces volumes. | 

2° L'électricité recouvre certaines surfaces, de manière à avoir une 
densité superficielle finie en chacun des points de ces surfaces. 

3° L'électricité est distribuée en de certaines /ignes, de maniere à 
avoir une densité linéaire finie en chacun des points de ces lignes. 

4° Des quantités finies d'électricité sont concentrées en de certains 
points. 
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Dans les deux premiers cas, la fonction potentielle est continue dans 
tout l’espace; dans le troisième cas, la fonction potentielle est continue 
dans tout l’espace, sauf le long des lignes en lesquelles l'électricité est 
distribuée; dans le quatrième cas, la fonction potentielle est continue 
dans tout l’espace, sauf aux points où l'électricité est concentrée; 
mais, pour aucune distribution imaginable de l'électricité, la fonction 
potentielle ne peut être discontinue en tous les points d'une surface. 

St donc la quantité 8 dépendait uniquement de la constitution du sys- 
ieme au point où se trouve la charge électrique à laquelle elle se rapporte, 
aucune distribution de l'électricité ne serait compatible avec les lois qui 
régissent la différence de niveau potentiel entre deux substances conduc- 
Irices mises en contact. 

La contradiction à laquelle on viendrait ainsi se heurter disparait 
complètement si l'on adopte pour 8 une expression telle que l’expres- 
sion (1). En effet, il est facile de voir que, pour un point situé au voi- 
sinage de la surface de séparation de deux substances en contact, la 
sphère à laquelle doit être étendue la sommation qui figure dans l'éga- 
lité (1) se compose de deux parties : l’une, située à l'intérieur de la 
premiere substance, l'autre à l'intéricur de la seconde; © est la somme 
de deux termes correspondant respectivement aux deux parties de la 
sphère; de quelque manière que la constitution de chacune des deux 
substances varie au voisinage de la surface qui les sépare, chacun de 
ces deux termes varie d’une manière continue lorsque le point auquel 
se rapporte © subit un déplacement et même lorsqu'il traverse la sur- 
face; la fonction © ne présente plus de discontinuité le long de la sur- 
face de contact des deux conducteurs, et la fonction V peut être con- 
tinue dans tout l’espace. 


$ II. — Existence des dérivées de la quantité ©. 


2. Dès lors, il est possible de trouver une distribution électrique 
produisant la variation rapide, mais non brusque, que la fonction po- 
tentielle subit au voisinage de la surface de séparation de deux sub- 
stances conductrices contiguës; quelle est cette distribution? 

Nous ne pouvons répondre à cette question qu'après avoir fait 
quelques hypothèses sur la manière dont la fonction F(r) se comporte 
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pour r=o; par analogie avec la fonction potentielle, nous admet- 


trons que, pour r= 0, la fonction F(r) devient infinie comme = 5 ave 
An oe ) devient infini comme = 
Ces hypothèses faites, nous pourrons, en calquant les démonstrations 
dont on fait usage pour l’étude de la fonction potentielle, établir les 
propositions suivantes : 

1° La quantité © existe, est finie et continue en tous les points de 
l’espace, pourvu que la densité # de la matière soit finie en tous les 
points de l’espace; 

2° Six, y, 3 sont les coordonnées rectangulaires d’un point de l’es- 


pace et si la condition précédente est encore remplie, les dérivées par- 
08 08 08 
dx’ dy Os 

points de l’espacc; elles sont exprimées par les égalités 


Fa E ne 
(3) 2 [IR kdz' dy' ds’, 
DL ff patin z= k dx! dy" ds, 


k étant la densité de la matière au point (2’, y’, 3’) et les sommations 
s’etendant à tous les éléments de volume da’ dy ds’ compris à l’inté- 
rieur de la sphère de rayon u ayant pour centre le point (x, y, 5). 
Pour démontrer, sous certaines conditions, l’existence des dérivées 
secondes de la fonction 6, il est nécessaire de modifier légèrement la 
démonstration adoptée dans l'étude de la fonction potentielle; la néces- 
site de cette modification provient de ce que la fonction F(r) ne dépend 
pas seulement de 7, mais encore de l’état de la matière au point 
(x, y’, 5’). Cet état est défini par la densité & et par un certain nombre 
d’autres paramètres a, 8, .... Nous mettrons en évidence ce fait que F 
dépend non seulement de r, mais encore de A, x, 3, ... en remplaçant 
le symbole F(r) par le symbole F(r, &, a, @, ...). A l’égard de cette der- 


nière quantité, nous admettrons l'existence des dérivées partielles du 


remier ordre IE, 2, % N Iınett t | 
I Ok’ Ox 08° ous adinettrons, en outre, que les pa- 








. . ° I 
devient infini comme — et que 


tielles du premier ordre — existent et sont finies en tous les 
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rametres A, x, ß, ... qui définissent l’état de la matière au point 
(x’, y, 3’) varient d’une manière continue avec 2’, y, 3’ et admettent 
des dérivées partielles du premier ordre par rapport à a’, v’, 3’, au 
moins dans un certain domaine fini entourant le point (2, v’, =’). 
Moyennant ces conditions, auxquelles nous aurons à joindre une der- 
nière restriction indiquée par la suite même du raisonnement, nous 
allons démontrer l'existence des quantités 


v°6 0 FO 
ort? Or dr Ox ds’ 
90 6 0?6 





Oyax' Oy?’ Oy ds 
JO 46 06 
dsdr os dy ? FER 





Cherchons, par exemple, à démontrer l'existence des trois premières. 
Envisageons, pour cela, la premiere des égalités (3): 


<= [ff {5 0 x! D hr ly! de. 


La sommalion s'étend à tous les éléments de volume de la sphère de 
rayon u. ayant pour centre le point (x, y, 3). Une partie de cette sphere 
peut être extérieure au domaine fini, situé autour du point (x, y, =). 
à l'intérieur duquel les quantités 4, a, 8, y, ... sont des fonctions conti- 
nues de x’, y’, z’ et admettent des dérivées partielles du premier ordre 
par rapport à ces variables. Designons par $ cette partie de la sphere, 
égale à o peut-être, qui se trouve en dehors du domaine du point 
(x, y, 5) et par Q la partie de la sphère intérieure au même domaine. 
Nous aurons 


ma DE rie: © k dx! dy' ds - SS rar dy ds, 
Or r r 


chacune des deux sommations s'étendant à tous les éléments du volume 
mis en indice. 
Le premier des deux termes qui figurent au second membre admet cer- 
tainement des dérivées partielles par rapport à x, y. 3. Ces dérivées 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — Mans 1888. 14 
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partielles s’obtiennent par les règles connues de la differentiation des 
integrales. Une region de la surface qui limite le champ d’integration, 
à savoir la portion de surface sphérique située hors du domaine du 
point (x, y, 5), varie, il est vrai, en même temps que les coordonnées 
a“ r) 





Tr, y, 3 de ce point. Mais, comme la quantité —— est égale à o en 


tous les points de cette surface limite, la variation de cette limite est 
sans influence sur la valeur de la dérivée. Si donc nous désignons par 


00 . 08 
(53 le premier terme de — nous aurons 


| 2 (22), =f f(s: ner, ı EN ar z'ayds, 
Oo Ge) SSS ele a | 
(ie) SS ale a | 


Pour démontrer l'existence des dérivées partielles du second terme 


(2) =-{([[F25 TE pdx'dy'ds, 


nous lui ferons subir une transformation fondée sur l’identite 


Ads', 











kdı'dy'd:'. 


_ 








JFG, kn Dr...) _ OF a'— a OF Ok OF Ox OF 03 
Ou! dr r Ok 0x da de 08 dx’ 








Cette identité, en effet, permet d'écrire 


(= [ OF(r, Ms OF(r, A, 2, 3, -- 1) qu dy ds 
(ie O ° 
Ok _ OF Oz OF 05 Lo tt det 
+f f [Se dr’ + dr + 96 de te aa. 


Soit ds un élément de la surface a qui limite le volume Q; soit (z.. x) 
l'angle que la normale à la surface o en un point de l'élément do, di- 
rigée vers l'extérieur du volume Q, fait avec la direction positive de 
l'axe des x. Une intégration par parties, effectuée par rapport à +, 
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nous donnera l'identité . 


f Ih (rer hardy de 


= \ FA cos(n.,z)de [[f F(r,4,a,53,...) OR act dy ds. 
oy Q Ox “ 


Au second membre, la premiere sommation s’etend à la surface 5. En 
faisant cette sommation, on doit entendre que F et A se rapportent à un 
point (x’, y’, 3’) de l'élément ds. L'identité précédente permet d'écrire 


(2),= > Fk cos (2, ©) ds 
) ae OF da | „OR 08 on 


L'intégrale de surface as , qui figure dans cette égalité, représente 
; : 


la valeur qu’aurait la fonction 9 au point (.r, y, 3) si l’on supposait la 
matière exclusivement distribuée sur la surface 5 et ayant en chaque 
point de cette surface une densité superficielle A cos(n,, x). Cette in- 
tégrale admet donc, par rapport à x, y, z, des dérivées partielles du 
premier ordre qui ont pour valeur 








dr 


N) Bu _ dE(r) r! 
dx SFA cos(z., x) ds = -- S. 7 rk cos(n., T ) dg, 








dr r 


(9) ¢ Mu \ [A cos(n,, 2) dg = — \ art» vk cos(n,,.7) ds. 
dr 5 a 
0 rs __ “ 5! — = . , 
Os SFA cos (ne, æ) ds -- = —— keos(n, wvyds. 


I! nous suffit donc de prouver que l'intégrale 


_ „IF Oz OF 95 gg 
J =f SLES +F)S SE Ha EL dy ds 


admet des dérivées partielles du premier ordre. Pour le démontrer, il 
suffira de reproduire la démonstration par laquelle on établit l’exis- 
tence des dérivées partielles du premier ordre de la fonction potentielle 
ou de la fonction ©, après toutefois que l'on aura fait voir que les 
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fonctions — oF = a. ... 
ak’ Ox’ 08 


- a I 
même ordre que - pour r= 


deviennent, comme la fonction F, infinies du 


8 


o. Ce dernier point est facile a établir 


moyennant une nouvelle restriction. 
En effet, pour des valeurs assez petites de r, nous pouvons écrire 


F(r,k,a,3,... = = G(r, K,2,5,...) 


G demeurant fini pour r= o, quels que soient A, 2, 3, .... 
De là, nous deduisons 








OF (r, k, x, ,...) _ 10G(r,4,@, Ds...) 
ET: r ok ’ 
OF(r,4,25,...) _ I OG(r, 4.4, 6,...) 
Ox r Or ? 
OF(r. kya, By...) 1 dG(r,4,0, Bd...) 
03 or 03 | 
| en G(o,4,2,3,..) 00, kB. 
et la question se réduit à prouver que 0 (Cr hy ty Bree), Ur By Hy Bou), 
Ok 0% 








Milos hy 2, 3, IL. 
"© Le oo }, .. sont des quantites finies. 

nd 

C'est cette nouvelle hypothèse que nous introduirons : 


. Où AG J . 
Les quantites “es 52 sa - sont finies pour 7 = 0, quelles que 


soient les valeurs de #, x, 3, 
Moyennant cette nouvelle hypothèse, nous aurons 





da OE 05 


XF 








OF  dF\ dk, | 5, ax rc 

Oa — | f A (* ‘Ok Or vo) dr A 02 dr dx’ FA 03 dr Ja | ’ daidy'ds', 
OF °F Ik OF Oz OF 03 Sed ae 
[i AS LLC ‘Okor a) 5e "Ox or ox et] r daidy'dz', 
ON OF OF) Ok, OF dx |, BF 05 u hi 
ESS { f J, | ( ' dk or Fr Ga or dx 03 dr dx" + | r dx'ar ds. 


Les égalités (4), (5) et (6), et les égalités analogues qu'on en dedui- 
rait en remplaçant æ par y et s, démontrent, moyennant les conditions 
indiquées, l'existence des dérivées secondes de la fonction © ct don- 
nent la valeur de ces dérivées. Ces dérivées s’expriment de la manière 
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suivante : 


| ESS [ 2 (2%) ES rt ]earayar 


OF x'— 
+ S 5 r 7k cos(n,., x) do 


—f ff \(é gp JF a) n+ ; OF Ox ik OF 03 2 — x 
Ja dk dr TI; Ou! 03 or det“ 1 


(63) ( 8 1 OF z'— xz)(y'—y) 1 Aa! pal 
es 


OF y'—y 
+ Nae 7 Ik cos(n,, x) ds 


°F Ok, OF dx, OF 08 NY and de 
ff L\( dkor + ar) oe +h or on + agar gate | tela as, 








dır'dy'd:', 


Dans le cas particulier où le domaine qui entoure le point (x, y,2) 
et dans lequel les quantités A, a, 5, ... admettent des dérivées par- 
tielles, enveloppe entièrement la sphère de rayon u qui a le point 
(x, y, 3) pour centre, ces dérivées prennent une forme particulièrement 
simple. En effet, dans ce cas, le domaine > s’évanouit et, avec lui, les 
intégrales triples qui s’y rapportent. Le volume (} coincide avec le vo- 
lume de la sphère. La surface 5 devient identique avec la surface de la 
sphère, et, comme aux divers points de la surface de la sphère on a 

















“ = 0, les intégrales relatives à cette surface s’évanouissent. Si donc 
on reprend l’usage de la fonction f= — = on aura 
ÉRIC EB ea 
+ =/{ff (+ Ns +4Ÿ se +k 35 so +. | ara 
(5 bis)! ge =f ff («es +S) 55+ + Ao + KS 5 + | — = dx'dy'ds", 
35 SSSICH +S) 5a +4 os i +h TE + |S dx'dy' ds! 
= [SU +S) 55 + À Ÿ a + oe +.. tar d'as 
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toutes les sommations s'étendant aux divers elements de volume 
dx’ dy dz' de la sphere de centre (x, v. 3) et de rayon u. 


x III. — Distribution de l'électricité en équilibre sur un système 
de conducteurs. 


3. De ce qui précède, il résulte que la quantité 


_+e 06 _ ve 


38= 5 Oy? 95? 


a une valeur finie en lout point autour duquel on peut tracer un do- 
maine jouissant des propriétés que nous avons définies au n° 2. 
D'ailleurs, dans l’état d'équilibre, on a, en tous les points d’un même 
conducteur, 


tS. eV — 06 — const. 


D'autre part, si l'on désigne par > la densité de l'électricité au point 
Cr. ¥, 5), on a, que l’equilibre soit établi ou non. 


AV = — 177. 
On a done, dans l’état d'équilibre, 
(4) AO = 7e. 


Cette égalité (9) permet de déterminer la quantité d'électricité qui 
existe en chaque point à l'intérieur d’un conducteur en équilibre, lors- 
qu'on connait la constitution du conducteur à l'intérieur d’une sphere 
de rayon uw ayant pour centre le point considéré. 

Considérons un conducteur formé de deux substances différentes. 
A et B, en contact l'un avec l’autre tout le long d’une surface (A, B). 
Cherchons quelle est, dans l’état d'équilibre, la distribution de l'élec 
tricité au voisinage de la surface (A, B). 

Chacune des deux substances A et B est homogène si l'on envisage 
seulement les points situés à une distance des surfaces qui la limitent 
supérieure à A, 7 étant, comme p, une quantité fort petite, dont la 
“ousidération intervient dans l'étude des phénomènes capillaires. Au 
voisinage des surfaces qui limitent chacune des deux substances. la 
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constitution de ces substances varie; la nature de ces variations dépend 
de la nature de la substance en laquelle elles se produisent et aussi de 
la nature de la substance limitrophe. Par exemple, la constitution que 
présente la substance A en un point situé à une distance /, inféricure 
a A, de la surface (A, B), dépend de la valeur de /, de la nature de la 
substance A et de l’état qu'elle présente à une distance supérieure à A 
des surfaces qui la limitent, et aussi de la nature de la substance B et 
de l’état qu'elle présente à une distance supérieure à À des surfaces 
qui la limitent. Par conséquent, le long d’une surface parallele à la 
surface (A, B), les paramètres #, 2, 3, ..., qui déterminent la consti- 
tution du conducteur en un point, garderont des valeurs constantes: 
ils varieront lorsqu'on passe d'une surface parallele à (A, B) à une 
autre si la distance de ces surfaces à la surface (A, B) est inférieure 
a A. Ces diverses propositions ne sont que l'énoncé des hypothèses 
fondamentales sur lesquelles repose la théorie des phénomènes capil- 
laires (* ). 

On voit aisément, d’après ces propositions, que la quantité @, con- 
stante en tous les points intérieurs à la substance A et situés à une 
distance supérieure à (À +) des surfaces qui limitent A, a une valeur 
variable à l'intérieur d’une couche d'épaisseur (À + uv.) entourant A. 
En un point situé à l’intérieur de la substance A à une distance /, infé- 
rieure à (A+ 4), de la surface (A, B), © a une certaine valeur qui 
dépend uniquement de / et de l'état que les corps A ct B présentent 
loin des surfaces qui les limitent. La forme de la surface (A, B) n'in- 
tervient pas dans la valeur de © si les rayons de courbure de cette sur- 
face au voisinage du point considéré sont supposés très grands par 
rapport à u. Nous désignerons la valeur de ©, dont nous venons de 
parler, par le symbole O(A, B, /). Les surfaces parallèles à la surface 
(A, B) seront des surfaces où © aura une valeur constante. 

Les paramètres #, 2, 5, ..., qui déterminent l’état du corps A en 
un point, varient, comme nous l'avons vu, au voisinage de la surface 
(A, B). Nous admettrons que cette variation a lieu d’une manière con- 
tinue, et que les paramètres #, x, 3, ... admettent, en tous points autres 


ne ee © Te = = - —— . — -- ——- ——— se - _— — m... 


(1) Applications de la Thermodynamique aur phénomènes capillaires (Annales de UE- 
cole Normale supérieure, 3" serie, t. Il, p. 207: 1885). 
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que ceux de la surface (A,B), des dérivées partielles du premier ordre. 
Nous serons alors assurés de l'existence de la quantité AO en tout 
point du corps A ct nous pourrons faire usage de l'égalité (9). L’ega- 
lité (9) nous montrera que, dans l’état d'équilibre, la densité 9, nulle 
en tous les points du conducteur A situés à une distance supérieure à 
(A+ 1), des surfaces qui limitent ce conducteur, cesse d’être égale à o 
aux points plus rapprochés des surfaces terminales. En un point du 
corps A, dont la distance Z à la surface (A, B) est inférieure à (À + u), 
s a une valeur qui dépend de Zet de l’état que les corps A et B pré- 
sentent loin des surfaces terminales. Nous désignerons cette valeur 
par ¢(A, B, 2). En tous les points d’une même surface parallèle à 
(A,B), o a la même valeur. 

Des considérations semblables s'appliquent aux points du corps B 
voisins du corps A. Elles cessent de s'appliquer aux points mêmes de 
la surface (A, B), car en ces points 4, a, 3, ... sont discontinus, en 
sorte que l’on n’est plus assuré de l'existence de AO. Existe-t-il sur cette 
surface une distribution d'électricité correspondant à une densité su- 
perficielle finie en chaque point? 

Soit M un point du corps À infiniment voisin de la surface (A, B); 


Fig. 1. 


soit M’ un point du corps B infiniment voisin de la surface (A, B) et 
du point M, silué avec ce dernier sur une même normale à la surface 
(A, B); soit m le point où cette normale rencontre la surface (A, B) 
(fig. 1); soit V la valeur de la fonction potentielle au point M: soit 
V’ sa valeur au point M’; soit 7, la direction de la normale mM; soit 
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n, la direction de la normale mM’. La densité superficielle > au point m 
est donnée par l'égalité 
AV ON 


- m. m, TO, 
In. On, rei 


Soient © la valeur de © au point M et ©’ sa valeur au point M’. On a, 
en vertu de l'égalité (8), 

eV + 0 = const. 

eV’+09'= const. 
et, par conséquent, 


UV 100 
Ong E Ana 
ov' 1 08 
On, E On,” 


en sorte que l’égalité précédente devient 


90 909, 

On, On, — 4TEn. 
Mais, si la densité de chacun des deux corps est finie, même aux points 
infiniment voisins de la surface (A, B), les dérivées partielles du pre- 
mier ordre de @ sont continues même aux points de la surface (A, B): 
pour le démontrer, il suffit de reprendre le raisonnement par lequel 
on établit la continuité des dérivées partielles du premier ordre de la 
fonction potentielle. On a donc 


08 96! 


Ong On, 


ct, par consequent, 
6—O. 


Il n'y a pas d'électricité distribuée sur la surface de contact de deux corps 
conducteurs de nature différente. 

Sur la surface (A, B), prenons un élément mm,, d’aire do (ig. 2). 
Par les divers points du contour de cet élément menons des normales 
a la surface (A, B). Ces normales engendrent une surface cylindrique 
qui limite un canal infiniment délié. Limitons ce canal de part et 
d'autre de l'élément ds par deux sections droites, l’une MM, à l'inté- 
rieur du corps À, l’autre M’M, à l’intérieur du corps B, toutes deux 

Ann. de l’Ec. Norm. 3° Serie. Tome V. — Avate 1888. 19 
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situées à une distance supérieure à (À + u.) de la surface (A, B). Nous 
formons ainsi un petit volume qui renferme à son intérieur une cer- 
taine quantité d'électricité Q. Sur Ja surface qui enferme ce petit vo- 
lume, prenons un élément superficiel ds. Soit V la valeur de la fonction 


Fig. 2. 
Vv Cc - M: 
| | 
I 
; \ 
l ; 
J 
mi _ _ _ M: 
\ | 77. (AR 
| 
1 n 
1 | 
x’ _ —"M’, 


potentielle en un point de cet élément; soit x la normale à cet élé- 
ment ds, dirigée vers l'extérieur de la surface fermée. On a 


+ OV , 
ù On ds — --- 4rQ, 


la sommation s’etendant à la surface fermée tout entière, ou bien, à 


cause de l'égalité (8), 
‘1 00 


KI On 


ds = 4reQ. 


Il est aisé de voir que le premier membre de cette égalité a pour 
valeur o. En effet, si l'élément ds est pris sur les parois latérales du 


08 or 
‘anal, on a — = 0, parce que les génératrices du canal sont normales 


aux surfaces parallèles à (A, B), le long desquelles est vérifiée l’ega- 


lité 8 = const. Si l’element ds est pris sur l’une des deux sections MM,, 
8 , . 

M’M,. on a encore 2 — 0, parce que, à une distance (À + u) de la 

surface (A, B), @ devient invariable. On a donc 


Q — 0. 


Ainsi un petit volume, composé comme nous venons de l'indiquer, ren- 
ferme autant d'électricité positive que d'électricité négative. Celle pro- 


td 
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priété, découverte par M. H. von Helmholtz (' ), a fait donner le nom 
de couche double (?) à l’electricite qui s'accumule, dans l’état d’équi- 
libre, au voisinage de la surface de séparation de deux substances de 
nature différente. Les considérations que nous venons d'exposer pré- 
eisent la constitution d’une semblable couche double. 

L'expression du potentiel thermodynamique, donnée par l'éga- 
lité (2), renferme la quantité dQ, dans laquelle la sommation 
s’etend à toutes les charges Q du systeme. Evaluons la partie de cette 
somme qui provient des charges Q formant une couche double au voi- 
sinage de la surface de contact de deux conducteurs. 

Sur la surface (A,B). prenons un élément mm,, d’aire ds (ig. 3). 


Fir. 3. 


/ fa.) 
! 





Par tous les points du contour de cet élément, menons des normales 
vers l’interieur du corps A. Coupons le canal infiniment delie ainsi 
formé par deux surfaces MM,, M’M,, parallèles à (A, B) et situées à 
des distances / et ({+ dl) de (A, B). Ces deux surfaces découpent 
dans le canal un élément de volume d/ds. La densité électrique en un 
point de cet élément est, d’après légalité (9). 





CA, B, = A8 (A,B, 0). 


/ 
TE 


ee ee ee te ee ee a ne nt a ——— i 


(!) H. Heczunozrz, Ueber einige Gesetze der Fertheilung elektrischer Ströme in kör- 
perlichen Leitern mit Anwendungen auf die thierisch-elektrischen Versuche ( Pogg. Ann., 
Bd. LXXXIX, p. 226 (1853); Helmholtz wissenschaftliche Abhandlungen, t. 1. p. 489). 

(2) M. Helmholtz la nomme elektrische Doppelschicht ou Grenzschicht; loc. cit. et Stu- 
dien über elektrische Grenzschichten (Wied. Ann., Bd. VII. p. 335 (18791: Wissenschaft. 
Abhandl., t. 1, p. 855). 
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L'élément renferme donc une quantité d'électricité 
I 
Q — Tre + O(A,B, l)\ dlds. 


La quantité © a en un point de cet élément la valeur O (A, B, /). Limi- 
tons le canal par une surface m'm,, parallele à (A, B), située à l'inté- 


rieur du corps A à une distance (A + u) de (A, B). La quantité > 9Q 


relative à toutes les charges renfermées dans le volume mm,m'm, aura 
pour valeur 
ds 


7 
JTE 





+ 
f @(A, B,J) AO(A,B, Idi. 
0 


Si l’on désigne par «;, une quantité qui dépend uniquement de l’état 
que les deux corps A et B présentent loin des surfaces terminales, on 
pourra poser 


. I 
(10) Aap — 





+p 
[ E (A, B, /)46(A, B, ddl, 


7 man 
ATE Jy 


et la partie de 00 qui provient de la couche double accumulée au 


voisinage de la surface de contact des deux corps conducteurs A, B 


aura pour valeur 
(Au + %pa) Jap, 


9, étant l'aire de la surface (A, B). Il faut bien observer que ce resul- 
tat, dont la démonstration repose sur l'emploi de l'égalité (8), suppose 
l'équilibre électrique établi sur le conducteur. 

On peut d'une manière analogue étudier la constitution de la couche 
électrique qui se forme dans un corps conducteur au contact d’un 
corps isolant; mais il convient de préciser ce que nous entendrons ici 
par corps isolant. Nous appellerons corps isolant un milieu homogene, 
invariable, incapable de livrer passage à l'électricité et ne renfermant 
jamais aucune charge électrique à son intérieur. Un semblable milieu 
secarte certainement beaucoup des corps isolants que nous présente 
la nature et des milieux diélectriques que les physiciens ont imaginés 
pour représenter les propriétés des isolants naturels. Il n’est même 
pas certain que le vide jouisse des propriétés attribuées à ce milieu. 
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Mais, lors même que la conception d’un semblable milieu ne serait 
qu’une pure conception mathématique, il y aurait encore intérêt à 
étudier les phénomènes que présenteraient des conducteurs placés dans 
un semblable milieu, ne serait-ce que pour reconnaître en quoi ces 
phénomènes se distinguent des phénomènes que présentent des con- 
ducteurs plongés soit dans des diélectriques, soit dans des isolants 
naturels. 

Soit A un corps conducteur placé dans un isolant idéal que nous 
désignerons par l'indice o. On peut démontrer que, comme dans le 
cas précédent, il existe de l’electricit& dans toute la partie du conduc- 
leur À située à une distance inférieure à (À + ») de la surface (A, 0); 
mais, de plus, il existe de l'électricité distribuée sur la surface (A, o) 
elle-même. Si nous prenons un point m sur la surface (A, 0) (fig. 4) 


Fig. 4. 





et sur la normale menée par le point m à la surface (A, o) deux points 
infiniment voisins du point m, l'un M à l'intérieur du corps A, l’autre 
M” à l’intérieur de l’isolant o; si nous désignons par n et n’ les direc- 
tions mM et mM, par V et V’ les valeurs de la fonction potentielle 
en M et M’, la densité électrique superficielle o au point 7 sera donnée 
par l'égalité 

OV ov’ 

In t m —— Ars. 


Mais, au point M, on a 
eV + 6 = const. 


et, par conséquent, 
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On a donc 
1 OB(A,0,0) 


St ee 


. I 

11 co — —— 
(11) 4 te On An On 
Le premier terme de cette expression 


1 @0(A,0,0) 
Are Un 





(12) 010 = 


représente une densité électrique qui dépend uniquement de la nature 
des deux corps A et o. Nous nommerons cette densité la densité de la 
couche électrique naturelle de la surface (A, 0). 

Le second terme de l'égalité (11) 


peut, pour un conducteur donné A el pour un isolant donné o, varier 
d'un point à un autre de Ja surface (A, o) ct varier aussi au même 
point suivant les circonstances. Il représente la densité de la couche 
électrique communiquée à la surface (A, ©). 


Déterminons la valeur de la quantité 390 relative & toutes les 
charges électriques distribuées soit à l’intérieur du corps A au voisi- 
nage de la surface (A, ©), soit sur la surface (A, 0) elle-même. 

Pour les charges distribuées à l'intérieur du corps A, la quantité 

. 

YQ a pour valeur 
Hav 710; 
&,o étant défini par une égalité analogue à l'égalité (ro), qui définit 
Oy» et 0, étant l’aire de la surface (A, 0). 
. ° » ‚ . a “I 
Pour les charges distribuées sur la surface (A, 0) elle-meine, 90 


à 4 ° ., a 
a la valeur SO(A, 0, 0)54db,,, la sommation s'étendant à tous les 


éléments d,, de la surface (A,o). Si l’on remplace 5 par sa valeur (11) 
et si l'on pose 


(14) aro==BiA,o, 0) 010: 
on aura 
u | 
S 814, 0,0) 5 dixu == aro 9.0 + BLA, 0, 0) S A540. 
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En résumé, si l'on considère un système formé de n conducteurs 
désignés par les indices 1, 2, ..., p, ..., n, en contact entre eux et 
avec un milieu isolant o, lorsque l'équilibre électrique sera établi sur 
ce système de conducteurs, on aura, pour tout le système, 


(5) | 


’ pm _ _ 
7 | > 60 = > | (ape + apo) An + O(p, 0,0) G 4 dope + > are re | 
qa 


p= 
(g=1, 2, ..., p—1, p+, ..., h). 


CHAPITRE II. 


DE LA PRESSION ELECTRIQUE DANS LE CAS OU L’EQUILIBRE ELECTRIQUE 
EST ETABLI SUR DES CONDUCTEURS. 


§ I. — Historique. 


1. Les principes établis au Chapitre I vont nous permettre d’aborder 
l'étude des changements de forme ou de volume que subit un conduc- 
teur électrisé. Cette application nous conduira à des conséquences fort 
différentes des idées généralement admises sur la pression électrosta- 
tique. Rappelons tout d'abord, dans un exposé rapide, en quoi con- 
sistent ces idées. 

Depuis l’origine de l'Électrostatique théorique, on a admis qu’en 
un point de la surface d’un conducteur chargé d'électricité s’exercait 
une pression dirigée vers l'extérieur du conducteur et donnée par 
l'égalité 
(1) F = 27e A?, 


A étant la densité électrique au point considéré. 
Cette pression doit produire des déformations dans les corps élec- 
trisés. Déjà, à l’époque de Volta, Fontana (') avait observé que le 


eq 2 ten m rn 


(1) Cité dans une Lettre de Volta au professeur Landriani ( Lettere inedite di Alessan- 
dro Folta, imprimées à Pesaro en 1831, pp. 30 et seqq. ). 
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volume d’un condensateur augmente à la suite de l’electrisation, 
augmentation que Volta attribua à la pression électrique. 

Plus récemment, M. Volpicelli (') retrouva le phénomène décou- 
vert par Fontana, puis M. Govi (?) en constata de nouveau l'existence. 

M. Duter (*) montra que le volume interne d'une bouteille de Leyde 
sphérique augmente pendant la charge d’une quantité proportion- 
nelle au carré de la différence de niveau potentiel qui existe entre les 
deux armatures et à l’inverse de la distance des deux armatures. 
M. Righi (*) prouva, par ses expériences, que l'allongement d’une 
bouteille de verre cylindrique suivait une loi analogue. 

Les déformations subies par les corps électrisés ont été ensuite 
l'objet d’un grand nombre de recherches expérimentales, parmi les- 
quelles il convient surtout de citer celles de M. Quincke (°). 

M. Duter avait été tenté d'attribuer les phénomènes de dilatation 
électrique à une propriété toute nouvelle de l'électricité, propriété 
non comprise dans les lois de Coulomb : « Si les changements de vo- 
lume observés, dit-il, étaient dus à la pression électrique, ils ne se- 
raient pas en raison inverse de e, mais en raison inverse de e?; il 
est d’ailleurs facile de calculer l’effet de la pression électrique qui 
s'exerce sur les deux faces des bouteilles de Leyde spheriques... 
Ainsi la pression électrique n’est pas la cause du phénomène, et l'on 
se trouve en présence d'une propriété nouvelle de l'électricité. » 

M. Righi émit le premier l'hypothèse que les changements de vo- 
lume éprouvés par un diélectrique chargé d'électricité étaient dus aux 
forces qui, en vertu des lois de Coulomb, se développaient à l'intérieur 
d’un milicu polarisé. Un grand nombre de physiciens, adoptant cette 
maniere de voir, développerent la theorie des actions internes aux- 
quelles est soumis un milieu polarisé et parvinrent à retrouver théo- 
riquement les lois des déformations des diélectriques électrisés. Parmi 





(1) VoLpicELLi, .frehives de Genève, t. XXXII, p. 323; 1856. 

(?) Govi, Nuovo Cimento, t. XXI, p. 18; 1866. 

(3) Deter, De la dilatation électrique des armatures des bouteilles de Leyde (Comptes 
rendus de l’{cadcnie des Sciences, t. LXXXYVII, p. 1260; 1879). 

(*) Rieu, Sur la dilatation électrique des condensateurs pendant la charge ( Comptes 
rendus de U’ Academie des Sciences, ti. LXXXVIU, p. 1262; 1879). 

(5) Quincke, /Fredemann'’s Annalen, t. X, p. 161: 1880. 
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ces travaux, citons ceux de sir W. Thomson ('), de Cl. Maxwell (7), 
de M. Korteweg (*), de M. Boltzmann (*), de M. H. von Helmholtz (°), 
de M. Lorberg (°), de G. Kirchhoff (?) et de M. E. Mathieu (°). 

Nous ne nous occuperons pas ici du cas traité par tous les physi- 
ciens que nous venons de nommer, c’est-à-dire du cas des diélec- 
triques. Nous nous limiterons à l’etude des déformations électriques 
des corps conducteurs. 

Le premier travail qui ait été fait dans cette voie est dû à M. J. 
Moutier (?). Admettant que les forces qui agissent au sein d’un con- 
ducteur électrisé se composent, d’une part, des actions mutuelles des 
molécules matérielles, d'autre part, des actions quis exercent, en vertu 
des lois de Coulomb, entre les particules électrisées, il appliqua à un 
système ainsi constitué le théorème du viriel découvert par M. Clau- 
sius, et parvint à la proposition suivante : 


L'augmentation de volume qu'un conducteur subit par le fait de l’elec- 
trisation est égale au quotient du potentiel électrostatique de ce corps par 
le triple de son coefficient de compressibilite cubique. 


1) Sin W. THousoN, Cambridge mathematical Journal, may 1843; Reprint of Papers 
on Electrostatics and Magnetism, art. VII, p. 147. 

(2) Cr. MaAxweELL, Treatise of Electricity and Magnetism, vol. I. 

(?) KonTEWEG, Comptes rendus, t. LXXXVIII, p. 338 (1879); Wiedemann’s Annalen, 
Bd. IX, p. 48. 

(*) Bottzmaxn, Zur Theorie der sogenannten elektrischen Ausdehnung oder Elek- 
trostriction (Sitzungsberichte der K. Akad. der Wiss. zu Wien, 4 nov. 1880 et 2 déc. 1880. 
— Wien.-Anz., t. XXII, p. 211; 1880). 

(5) H. HELMHoLTZ, Ueber die auf das Innere magnetisch oder dielektrisch polarisirter 
Körper wirkenden Kräfte | /¥iedemann’s Annalen, Bd. XI, p. 385, 406 (1881); Mo- 
natsber. der Berliner Akademie, 17 février 1881; Wiss. Abhandl., t. I, p. 798]. 

(5) LorsenG, Ueber Elektrostriction [Wiedemann’s Annalen, Bd. XXI, p. goo (fé- 
vrier 1884 )]. 

(7) G. KincaorFr, Ueber die Formänderung, die ein fester elastischer Körper erfährt, 
wenn er magnetisch oder dielektrisch polarisirt wird ( Sitzungsberichte der Berliner Aka- 
demie, 1884, I, p. 137.) — Ueber einigen Anwendungen der Theorie der Formänderung 
welche ein Körper erfährt, wenn er magnetisch oder dielektrisch polarisirt wird (ibid., 
t. I, p. 1155; 1884). 

(®) E. MatHiev, Traité du potentiel et de ses applications, I Partie. 

(°) J. Moutign, Sur le volume des corps electrises (Bulletin de la Société philoma- 
thique, 7° série, t. lll, p. 88; 1878); Sur la dilatation électrique (ibid. 1. IV, p. 182; 1882). 
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Ce théorème conduit à cette conséquence que le volume compris 
entre les armatures métalliques d’un condensateur sphérique subit, 
par le fait de l'électrisation, une augmentation proportionnelle au 
carré de la différence de niveau du potentiel qui existe entre les deux 
armatures et inversement proportionnelle à la distance des deux arma- 
tures. C’est une loi entièrement analogue à celle qui a été trouvée ex- 
périmentalement par M. Duter. 

Dans la démonstration de son théorème, M. Moutier admet impli- 
citement deux hypothèses; il suppose en premier lieu qu'il n'ya pas 
lieu de tenir compte, dans l'expression du viriel, d'actions mutuelles 
de la matière et de l'électricité, analogues à celles auxquelles M. Helm- 
holtz a eu recours pour expliquer les différences de niveau potentiel 
au contact de deux substances différentes; il admet, en second lieu, 
que l'on pourrait conserver au conducteur la forme qu'il a lorsqu'il est 
électrisé en le ramenant à l’état neutre et en appliquant sur toute sa 
surface une pression normale et uniforme. 

Cette dernière hypothèse n'est évidemment pas réalisée en général; 
on ne peut être certain a priori qu'elle est réalisée que dans le cas où 
le conducteur est limité par des surfaces sphériques; mais, dans ce 
cas, la proposition de M. Moutier est identique à celle que l'on ob- 
tiendrait en supposant que l'électrisation équivaut à l'existence d’une 
pression donnée par l'égalité (1). On peut donc dire que la théorie de 
M. Moutier revient à la théorie de Volta, ou, si l’on préfère, qu’elle 
justifie le nom de pression électrique donné à la quantité (1). 

La démonstration donnée par M, Moutier du théorème énoncé plus 
haut repose sur l'emploi du théorème du viriel et n'est par conséquent 
pas indépendante de toute hypothèse sur la nature de la chaleur. Nous 
ayons donné une démonstration de ce théorème, sauve de toute hypo- 
thèse de ce genre, en substituant au viriel le potentiel thermodyna- 
mique (!). Sauf en ce point, notre démonstration repose sur des hypo- 
thèses analogues à celles qui ont été faites par M. Moutier. 





(*) Le potentiel thermodynamique et ses applications, III° Partie, Chap. I. 
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$ II. — Détermination des conditions d'équilibre. 


Dans ce qui va suivre, nous nous proposons de reprendre d’une ma- 
niere plus complete la théorie des changements de forme que les con- 
ducteurs éprouvent à la suite de l’electrisation. Nous serons ainsi 
conduits à définir d’une manière précise ce que l’on doit entendre par 
pression électrique. Nous verrons ensuite de quelle importance sont les 
résultats ainsi obtenus pour la discussion de quelques questions d'Élec- 
trostalique. | | 

Nous commencerons, pour éviter certaines difficultés, par supposer 
que le système que nous considérons est formé par un certain nombre 
de fluides conducteurs, en contact les uns avec les autres, dont nous 
chercherons les conditions d'équilibre. Nous verrons ensuite comment 
les résultats obtenus peuvent être généralisés. Dans la recherche des 
conditions d'équilibre, nous suivrons une marche analogue à celle que 
nous avons suivie en un autre endroit (') dans l’étude de l'équilibre 
des fluides à l’état neutre, voie qui nous a conduit à des résultats 
nouveaux touchant la pression capillaire. 

Considérons un système quelconque, porté à une température con- 
stante T, dont nous désignerons l'énergie interne par U et l’entropie 
par S. Si nous posons 


(2) $ — E(U — TS), 


E étant l'équivalent mécanique de la chaleur, le travail non compensé 
qui accompagne une modification isothermique virtuelle de ce sys- 


tème aura pour valeur | 
66 — — 07 + 03, 


65 étant le travail effectué durant cette modification par les forces 
extérieures qui sollicitent le système. 

On obtient les conditions d'équilibre de ce systeme en écrivant que, 
pour toute modification isothermique virtuelle, ce travail non com- 


nm re ne _- — 


(1) Applications de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires (Annales de VE- 
cole Normale supérieure, 3° série, t. Il, p 207). 
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Chacun des fluides 1, 2, ..., p, ..., n est homogene dans toute sa 
masse, sauf dans les parties les plus voisines des surfaces terminales. 
Dans les parties dont la distance à l’une des surfaces qui termine le 
fluide est inférieure à une certaine quantité À, d’ailleurs fort petite, la 
constitution du fluide varie d’un point à l’autre, comme nous l’avons 
exposé ailleurs ('). 

Nous désignerons par 


M, le poids du corps p; 

Y, l'énergie interne de l’unité de poids de ce corps pris dans l’état 
qu’il présente loin des surfaces terminales et suppose dépourvu de 
toute charge électrique; 

Z, l’entropie de l'unité de poids de ce corps dans les conditions qui. 
viennent d’être définies; 

0, l'aire de la surface par laquelle le corps p confine à l’isolant qui 
entoure le système ; | 

A, une quantité qui dépend uniquement de l'état que le corps p pré- 
sente loin des surfaces terminales ; 

0,, l'aire de la surface par laquelle le corps p est en contact avec un 
autre corps g appartenant au sysleme; | 

A,, une quantité qui dépend, d’une façon non symétrique d’ailleurs, 
de l’état que les corps p et q présentent loin des surfaces termi- 
nales. 


Par une démonstration analogue à celle que nous avons exposée 
dans notre travail sur les Applications de la Thermodynamique aux 
phénomènes capillaires, nous parviendrons au résultat suivant : 


p=i p=n 
(5) E(Y—T2)= SEM, (Y,--T2,) + DY ApoIoo+ S  (Apg+ Aan) Spas 
Pq 
p=n p=1 


le signe S indiquant une sommation qui s’etend à toutes les combi- 
Pq 


naisons distinctes des indices 1, 2, ..., p,..., m deux à deux. 


ee sa ee 
eee 


(1) Applications de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires (Annales de l’ E- 
cole Normale superieure, 3° série, t. II, p. 207). 





126 P. "DUHEN. 
En vertu des égalités (4) et (5), l'égalité (3) devient 
p=n 
63=0 DEM,(,—T2,) 
(6) en 
<a {= Apo dp + S, (rs + a | +iwW+3Y60. 
Nous allons envisager une modification virtuelle particulière et déve- 
lopper successivement, pour cette modification, la valeur de chacune 
des variations qui figurent dans légalité (6). 

L'état interne de chacun des corps du système est défini lorsque l'on 
connait sa température, son volume spécifique et un certain nombre 
“d'autres paramètres dont les variations constituent ce qu'on nomme les 
changements d'état physique ou d'état chimique du corps. Nous suppo- 
serons que ces derniers paramètres demeurent invariables, ainsi que la 
température, et que le volume spécifique de chaque corps varie seul. Le 
corps éprouve donc une simple dilatation. 

Par suite de cette dilatation, la surface qui limite chacun des corps 
subit une déformation. Nous désignerons par éN, la valeur que prend 
en un point de la surface qui limitait primitivement le fluide p la 
distance normale entre cette surface et la surface déformée; ÔN, sera 
compté positivement lorsqu’en ce point la surface déformée sera exté- 
rieure à la surface primitive. Nous supposerons que les lignes de rac- 
cordement des diverses surfaces deviennent invariables. 

Soient R, et R, les valeurs au même point des rayons de courbure 
principaux de la surface, chacun de ces rayons étant compté positive- 
ment lorsque la ligne de courbure correspondante tourne sa concavité 
vers l'intérieur du corps p. 

Le volume V, du corps p aura, dans la modification considérée, 


augmenté de 
av, => S ON, dôpr 


(705153; pt PET. A). 


Son volume spécifique aura augmenté de 


u 3 
(7) Sn Apr, 
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I indice r ayant la même signification que dans la formule précédente et 
le signe S indiquant, comme dans la formule précédente, une som- 


mation qui s’etend à tous les éléments dd,, de la surface 9,,. 
Nous aurons 
oY, 0%, 


et, par conséquent, en vertu de l'égalité (7), 


” DE (Y,—TE > 2 (= = ae z Sed] 


(70,1, ppt sce) 


En vertu d’un théorème dû à M. Bertrand, l’augmentation de la sur. 
face 6,, peut s'exprimer de la manière suivante 


(9) = SN (TE + i) Le 


le signe S indiquant une sommation qui s’etend & tous les éléments 


d0,, de la surface 0... 


L'état interne duc corps p a subi une variation déterminée par la va- 
riation do, de son volume spécifique. Il en résulte que A,, a subi une 
variation | 
OA po 
06h 





ÖA po = do,» 


ou bierf, en vertu de l’egalite (7), 


oA 
| 8A po = a Fo > S 2, 46>, 


| (r=0,1,2,p—1,p+1,...,n). 





(10) 


De même A,, a varié de 


OA ng 


ON pe 
Oc p 904, 


OA pq = "087 





Oop + 
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ou bien, en vertu de l’Egalite (7), de 


1 0A»q 


Ave = re Do DREI dO pr + ar ÈS d9qs 


(Ber) 





(11) 
s—=0,1,2,..,9—,Q-+1,...,n 


Les formules (9), (10) et (11) nous donnent 


p=a 
| > Apo Öpo +) (Apg + bent 


p=! pq 
| J j 
_ => Apo S aN (m +5) dopo + Ÿ (Ana + Agr) GN, (+ x) dB pg 
Pq 
Sin AA po ’ 
mM. Op > Sa a4 pr 
pel r 
9pq O(Apg + Ayo) Bq (Ang + Agp) 
+3 en Zr SEN, d6pr + ne 2 S N, |. 
PI r § 


On voit aisément que cette égalité peut s’écrire de la manière sui- 
vante : 


| 2 > Avo 6po + Dd (Ave +A | 





p=1 pq 
pn 
=2S Ar (a, + Re) + ae de “Ger do, > enr | ON? po 
p=1 











p=t q 


I I OA 0 O(A r+ Ar ) h 
+ DVS hr +a) * |? a, er u || OMe os, 


(ee Bin) 
r=1,2,..,P—1,P-+1,...,n 


Posons, suivant une notation que nous avons déjà employée ail- 
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to 
© 


leurs (‘), 


i OA pa oA + Arp 
my gef degree) 


(r=1,2,...,P—1,P +1,...,N), 


et l'égalité précédente deviendra 


{ p=n 
8) DA Son + D Apa + Age) Ing 
(13) d p=) Pq 
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(yz=1,2,..,P—ı,P+1,...,n). 


IN, C9 ng | 


Passons maintenant à la determination de SW. 

La variation SW du potentiel électrostatique est égale, au signe 
près, au travail pondéromoteur effectué durant la modification consi- 
dérée par les actions que donnent les lois de Coulomb, si, comme 
nous le supposons ici, chaque particule materielle se deplace en en- 
trainant la charge électrique qu'elle porte. 

Considerons en premier lieu une particule materielle non situee sur 
la surface 9,,. Au point où se trouve cette particule, la fonction poten- 
tielle admet des dérivées partielles du premier ordre et les compo- 
santes X, Y, Z de l’action exercée en ce point suivant les lois de Cou- 
lomb sont, sig est la charge en ce point, 


| ov ey) ae dV 
N= EF Ya: 9 =: 5, 


Si or, ey, 23 sont les composantes du déplacement de la particule, 
le travail effectué par ces actions aura pour valeur 


ov. OV, We 
— <q (5. x + Wy 2 + 958): 


(1) Applications de la Thermodynamique aux phenomenes capillaires, égalités (20) ct 
(22) (Annales scientifiques de L'École Normale superieure, 3° série. t. IL p. 229). — Sur 
les corps hygrometriques, égalités (6) ot (8) (Journal de Physique pure et appliquée, 
a° serie, t. V. p. 103). 
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ce qui peut encore s'écrire 
OV 4. 
— 84-2, ON, 
T'ON 


oN étant la projection du déplacement de la particule suivant une nor- 
male à la surface du niveau qui passe par un point de cette particule et 


Sr étant la dérivée de la fonction potentielle suivant cette direction. 


Considérons, en second lieu, un point M, situé sur l’une des sur- 
faces 9,.. Menons une surface parallele à la surface 0,,, infiniment 
voisine de la surface 9,, et située à l’intérieur du corps p. Par le 
point M menons une normale à la surface D, dirigée vers l'intérieur 
du corps p. Désignons par M’ le point où cette normale rencontre la 


surface parallèle à la surface 0. Soit — la valeur au point M’ de la 


ON 

ON, 
dérivée de la fonction potentielle suivant la direction MM’. Tracons de 
même à l’intérieur de l’isolant o une surface parallèle à 9,9. infiniment 
voisine de la surface 9,,. Par le point M, menons vers l’intérieur du 


milieu o une normale à la surface 9,,. Elle rencontre A un point M” 


la surface parallèle que nous venons de tracer. Soit — aN la valeur au 


point M” de la dérivée de la fonction potentielle suivant la direction 
MM”. Au point M, la densité superficielle de l’électricité répandue sur 
la surface 9,, a pour valeur 


po. (2% ON, 
FT 47 N, | aN") 


L'action exercée au point M, en vertu des lois de Coulomb, a pour 
valeur ans. Le travail effectué par cette action, lorsqu'on donne un 
déplacement : aN, aux divers points de l’élément d,,, a pour valeur 


€ ( OV JV: 


3: (08, + aN, 


) ON p Gn. 


On a donc 
1 OW =: € ae OV _ OV 2 _- L 
(14) À N: q y aN — 37 > S CR + IS, ON p AI pus 


le premier signe » s'étendant à toutes les charges y réparties à l’inte- 
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rieur du système. Nous allons mettre saus une forme plus explicite 
les termes qui figurent dans cette égalité (14). 

Comimencons par le premier terme du second membre. 

I n’y a d'électricité, à l'intérieur du corps p, qu’aux points dont la 
distance à l’une des surfaces 9,,, 0, est inférieure à la quantité 
tres petite (À + u). Pour l'un quelconque m de ces points, on a sensi- 
blement 

oN — ON,, 


<N, se rapportant au point M où la normale menée par le point ma la 
surface 9 la plus voisine rencontre cette surface 

A l’intérieur du corps p, on a, en chaque point, en vertu de l’éga- 
hte (8) du Chapitre I(p: tro), 


-V-+0=consl. 
et, par consequent, 


D'ailleurs, en vertu de légalité (9) du Chapitre I(p. rro), la densité 
électrique en un point du corps p a pour valeur 


Si done sur la surface 9,, on prend un élément superficiel d0,, et si à 
cet élément on circonseril un petit cylindre dont les génératrices, nor- 
males à la surface 9,, et dirigées vers l’intérieur du corps p, aient pour 
longueur (A + w.), la partie du terme 


qui est relative aux charges g contenues à l'intérieur de ce cylindre 
aura pour valeur 





A+u 
u ra BN pa [ gx OCP A OP 4» Dal. 


Dans cette expression, Z représente la distance d’un point m du 
cylindre à la surface 9,,. Les valeurs de © et de AO en ce point dé- 
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pendent uniquement de é et de l'état que les corps p et q présentent 
loin des surfaces terminales; de là les symboles O(p, g, 4) et AO(p, q. D) 
employés pour les désigner. 


La quantité 
A+ 


0 
fo R20 048,7, Dar 


= I 
19 À by == — 
(19) D by Are 
dépend uniquement de l’état que les corps p et q présentent loin des 
surfaces terminales. D'après ce qui vient d’être exposé, on a 


p=n 
A OV « T Fr a 
0) La N=Z fa Saxe Zar Soma] 
p=1 q 


(4=1,23,...p—1,pP-+1,...n). 


Passons maintenant à l’evaluation du terme 


5 5 S (+5 ON, sy) ON» AG no 


p=l 


qui figure au second membre de l'égalité (14) 
Si l’on se reporte aux égalités (11), (12 et (13) du Chapitre I 
(p. 118), on voit que l'on a 


as) 1 (oN | ov 
, u AT ON, u ON, 


— dou -r A, 


dy étant une densité superficielle qui a, en toutes circonstances, en 
tous les points de la surface 9,,, une même valeur qui dépend unique- 
ment de la nature du corps p loin des surfaces terminales et de la 
nature de Visolant o, tandis que A,, est une densité variable d'une 
expérience à une autre et variable aussi d’un point à un autre de la sur- 
face 0,0 

Si nous posons 








0 
| 1 po — 25k. diy — Sate | ow ON, (pP, O0, o) 
(18) « 
lo _ foe 00(p,o 0) 
0 „0 —— 4 vi Ano — or NT 
p 
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les deux quantités y, et 0, dépendant uniquement de la nature interne 
du corps p, nous aurons 


p=n 


(x LI a ag 
2S ( ON; +) SN p Ans 
(19) 
| = y S (Ypo+ Spo À + are A?) ON, AI no. 


p=t 
En vertu des égalités (14), (16) et (19), ona 


pn 
(20) 9W — | S (Bro — 7po— Spo À — are A?) ONp dG nq + > S Bra ONp CI py 


p=1 q 
(9=1,2,...,p—1,p+1,...,n). 


C'est maintenant sur l'évaluation du terme ¢ > OQ de l'égalité (6) 


que nous devons porter notre attention. 

Chacune des particules matérielles que renferme le système con- 
serve, dans la modification virtuelle considérée, une charge invariable. 
Mais, par suite de la dilatation que nous considérons, son état varie. 
On a donc 


> 6Q— J 058. 


Les charges électriques sont réparties soit sur les surfaces Ö,,, soit 
dans une couche d'épaisseur (A + w) attenante à ces surfaces ou aux 
surfaces 9,,. Occupons-nous d’abord de celles qui sont dans ce der- 
nier cas. 

Sur la surface 9,,, prenons un élément superficiel d0,,. Circonseri- 
vons-lui un cylindre dont les génératrices, normales à la surface 9,, et 
dirigées vers l’intérieur du corps p, aient pour longueur (À + u). En 
un point m de ce petit cylindre, point situé à une distance / de la sur- 
face 9,5. la densité électrique a une valeur 


I 
p = 709m o, D). 


© a en ce point une valeur 6(p, 0, /) qui dépend de / et de la nature 
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du corps p loin dés surfaces terminales. Cette dernière est déterminée 
par la température T et par le volume spécifique 5, du corps p. Dans 
la modification isothermique que nous envisageons, la valeur de © 


au point zn augmente de 
dO(p.o.l) 


05 


90 = 





Ip 


"= 


ou bien, en se reportant à l'expression (7) de z5,, de 


pP’ 
J8(p,0,D 
© = Oa, — 1, 2 Six dd yey 
(7—0,1,2,..., yt pty eR). 


On a donc, pour toutes les charges Q comprises a l’interieur du petit 
cylindre considéré, 


I ny A8(p, 0. 0, 1) 08(p,o./) Vv 
> Q 5680 = 7 (~ ‘| i, — Oa, à S ON AT dl. 


r 





Posons 


(21) = f  A8(p,0,1) Feed 


5 J 05; 


dl: 


po Sera une quantité qui dépendra uniquement de la nature du corps p. 
Pour toutes les charges réparties à l'intérieur du corps p, au voisinage 
de la surface 9,,, nous aurons 


+ 4 NOV. 
(22) V 030 =z,, 72? V RaN,d.. 
ya ou, 2 pe 
("=0,1,2,...,P—ı.P-+1,...n). 


Énvisageons maintenant sur la surface 9,, un élément superficiel 
94. A cet élément circonscrivons un cylindre dont les génératrices, 
normales à la surface 9,,, et dirigées vers l’intérieur du corps p, aient 
pour longueur (À + uv). En un point m de ce petit cylindre, la densité 
électrique a pour valeur 


1 
6 — m 0 (P, q; (). 


La quantité © a en ce point une valeur O(p, g, /). Pendant la modifi- 
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cation considérée, elle éprouve une variation 


ABEND, 


08 = 
07» PT Joy 


7g 
a 9 . .., N NT 
ou, en se reportant à l'expression (7) des quantités 67,, 93,, 


N Jp IWQas ep, 1 
60 — Pr 0) à SGEN, dor + 1, À SANs dé 


05h _ da 


(pmo, 1, à. cs P—1, P+, ..., À), 
(s=0,1,2,---,Y—-I,gtl,..., 2). 


Posons | 
+ ph 
I 06 9 rl 
| pq = uf A 8(p, 9,1) © dl, 
(23) hep ep 
‚9 
Enr f A9(p,49; I) - md / ll. 
À 0 


4.2.7 , ° x . Q 
Les quantités ¢,,, N, dépendront uniquement et non symétriquement 
de la nature du corps p et de la nature du corps q loin des surfaces 
terminales. Pour toutes les charges réparties à l’intérieur du corps p, 
au voisinage de la surface 9,,, nous aurons 


(24) Qe: bry À NA IN pr + pg 2 vi , 29 ON, dys, 


ron» cs P—1, P+, ..., 2), 
($= 0,1, 2,.--,9 —1,9 +1, ---, 2): 


Si nous réunissons les résultats représentés par les égalités (22) 
et (24), nous voyons que l’on a, pour toutes les charges électriques re- 
parties a l'intérieur du système, l'égalité suivante : 


Yo = Ÿ DIE po IS di), 


p= zer 
DÉS SON, apr + A re LS Net )| 


p 

7 
0, ty yee gp ty pt hy ees DY, 
(r=0,1,2,...,p—1,p+1,...,n), 
(S —0,1,2%, ...,1—1, +... An). 


(25) 
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En groupant les termes d’une autre façon, on peut écrire cette égalité 


pan, , 

> Q56 = Ÿ | ra E Go +> (Lng Ning) ve | (S ON, AI no +» Si, tome) | 

M, 

pal. q q ' 
(qJ=1,2,...,Pp—I,Pt+l,..-, N). 


. ° 7 à . » , 
svaluons maintenant la quantité > Q 60 pour les charges distribuées 
sur les surfaces 0,0. “ 
En un point de l'une de ces surfaces, la densité électrique a pour 
valeur 
d ny + Apo- 


La valeur de © en ce point subit, pendant la modification considérée, 
une variation 
à J0(p,0,0). 
180 — 7 O(P, 0,0) 5 


07p 7 
Si on pose 
_ 9 9(p, 0,0) 
| “po c= Oe, ? 
(26) “1 
_ J8(p,0,0), _ 1 JO(p, 0, 0) J O(Pp, 0,0) 
ee Oa, Frs dan ON’, 


Ano el &, dépendant uniquement de la nature du corps p, on aura, 
pour toutes les charges réparties sur les surfaces 0, 


poa 


> \ | - A AT OT 
N 050 = > i, (ir Sy 0 dope + Ko 5m) > S ON, AI prs 
prot r 
(70,1, 2,...,p—l, pl, -..,”)- 


Si l'on remarque que 
\ 
(27) Q 0 = S Ano ZI po 
représente la quantité totale d’électricité “dre répandue sur la sur- 


face 9,5, l'égalité précédente pourra s’écrire 


pan 


N À po Q po 0 Ip oN ay AT 
(28) > 10 = > en ( Si, AG no +> NN, Em) 


po! q 
(Y=I,2,...,P—1, PHI, .-.5h). 
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Des égalités (26) et (28) il résulte que, si l’on pose 
Le = i, EE + Ho) + > (Eng + Npq) in| ) 
(29) { (y Hts 2 oo Pmt p Hy se RY), 
| op = ÿ, no Qnos 


on a. pour tout le système, 


pon 
(30) 580 = Ÿ (7»+ »(S N, SON, En) 
p=! q 


(g=1,2,...,p—I,p+t,..., a”). 


Reste à calculer le premier membre de l’egalite (6), c'est-à-dire le 
terme oS. 

Nous supposerons que les forces extérieures qui sollicitent le sys- 
teme sont de deux sortes : 

1° Des pressions normales appliquées aux divers éléments des sur- 
faces 9,.. Nous désignerons par P la valeur de la pression en un point 
de l’une des surfaces 0,, et par 6S’ le travail que ces pressions effec- 
tuent durant la modification consideree. 

2° Des forces appliquées aux divers éléments de volume des fluides. 
Si nous désignons par D la densité de l’un des fluides en un point, 
par dy un élément de volume renfermant ce point, la force qui agit 
sur cet élément de volume aura pour composantes 


DXdv, DYdv, Did. 


Nous admettrons qu'il existe une fonction Q(z, y, 3) finie et con- 
tinue en tous les points de l’espace occupé par le fluide, et telle que 
l'on ait 


0Q 

X=~ 5, 

| 08 
(31) ° Y= oy’ 
a2 


Nous designerons par 69” le travail produit par ces forces. 
Ann. de l’Ec. Norm. 3* Serie. Tome V. — AvaıL 1388. | 18 
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Le travail 65’ s’évalue aisément. Il a pour valeur 


- 


pan 


(32) d2’=— YS Pan, dopo. 
p=! 


Le travail 63” a pour valeur 


p=" + a 
a ff [ Do(Xut Yo+ Zw)dedy ds, 
\ p=! 


uöl, vol, wot représentant les composantes du déplacement de l'élé- 
ment de volume dx dy dz appartenant au corps p, et l'intégrale triple 
s'étendant à tous les éléments de volume de ce corps. 

L'intégrale triple 


[ | feu + ve + tw) dx dy ds 


peut se partager en deux intégrales semblables : l’une étendue à une 
couche d'épaisseur À attenante aux surfaces qui limitent le corps p, 
l’autre à la partie interne du même corps. 

La première intégrale est extrêmement petite, car l'élément sous le 


signe { { [est fini et le domaine auquel s'étend l’integration est de 


l'ordre de A. 
Dans la seconde intégrale, D, est une constante. Il reste donc à éva- 
luer l'intégrale 
J — ot If [x u+Ye+ /w)dx dv ds, 


étendue à la partie interne du corps p. 
En vertu des égalités (31), cette intégrale devient 


\, (ff (a2 JQ 02 
J = | J (5 u + dr nz w) de dy de 


Une integration par parties transforme cette égalité en la suivante : 


“Tog , — R , . Cf (alu de dw 
J=— Soin, dt, SS 2an, dé, + af ff (+ TS + 5) de dy de 
q 


(9=1,2,...,p—1,p+1,...,hn). 
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di, désigne, dans cette formule, un élément d'une surface parallele à 
la surface 0,,, tracée à l’intérieur du fluide p, à une distance À de la 
surface 0,,; la quantité Q qui multiplie 20), est la valeur de Q en un 
point de cet élément; oN, est la projection du déplacement de ce point 
sur la normale à la surface 9, dirigée vers l'extérieur du fluide p; 
dy, et les quantités qui le multiplient ont des significations ana- 
logues. 

Les éléments a) 0 dy, élant extrêmement voisins des éléments dÜ „., 
d),, Correspondants, l'égalité précédente peut être remplacée par 


= Sen 2 SL, d9 nq 
af falten a + SE) de dy ds. 


D'autre part, il est facile de voir que l’on a 


au (Se + + - 5; )de dy ds = Dp dap de dy de. 


Si l’on se reporte à l'égalité (7), on voit que l’on a 
j=— S DON, din 2 SEN, An 
+ a! Ser dr dy «(X Sea.) 


(= 1,23,..,P—1,P+1,...,N) 
(F—O,1,2,...,DP—I1,pP+1,...,n). 


Si donc on pose 


2 a 
(33) „= ic ff fax dy ds, 
p e 


on aura 


(34) 03 — -X(S QD, ON, pt RD, EN, dpg—Vp Dy Sin, Pre) 
p=! q r 


(= 1,2,...,p—1,p+1,...,n), 
(7 =0,t, 2,...,P—t, p+. ..., 2). 
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En vertu des égalités (8), (13), (20), (30), (32) et (34), l'éga- 
lité (6) devient 


oY, 0%, 1 
S|[p+en, HE — at) + Ani + +) 


+ Up + Xp + B po — Ypo + Op — Öpo À — ame | oN, AG no 


OY, OX» I I 
IS |, +21 ) + Anl +) 
7 


+ pt Yt Bart Op | ON, Ape 


=n 


p=! 








(35) 


= O0, 





(g=1, 2,...,p—I,Pp+l,..., 2”). 


Remarquons maintenant que, dans la déformation du fluide, tous 
les GN, sont des quantités arbitraires ou du moins soumises à cette 
seule restriction que, en un point de la surface de contact 9,, de deux 
fluides, on ait 

ON, + ONg= 0. 
Remarquons, en outre, que D est discontinu le long d’une surface 9,,, 
mais que (2 demeure continu, et nous verrons sans peine que l’egalite 
précédente exige que l’on ait : 

1° En tous les points de la surface de contact de deux fluides con- 


ducteurs, 
/ Y, 
E( Tr —Vp+ Ang + + p+ p+ Bpg+ Op+ 2D, 
(38) Ia, 00h R, RK, 
y os I I 

avec les conditions 
R,+R,=o, 
R,+R,=0; 


2° En tous les points oü le systeme confine avec l’isolant qui l’envi- 


ronne, 
oY p 02, I I 
|P+ap, nr EZ — TE) + Meo +R) 


+ bp Xp + Bpo— Ypo + Op — Spo À — ane A*= 0. 


(39) 


Ce sont ces deux égalités que nous allons discuter. 
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$.III. — Conséquences des équations précédentes. 


3. Examinons en premier lieu l'égalité (39). 

Si nous avions supposé que le systeme ne renfermät d'électricité en 
aucun point, si, en outre, nous avions omis de tenir compte de cette 
circonstance que les particules fluides situées à une distance de la sur- 
face terminale inférieure à À ne sont pas dans le même état que les 
parties situées à l'intérieur du fluide, nous aurions trouvé que la pres- 
sion qu il faut appliquer à un élément de la surface 0,, pour maintenir 
le fluide en équilibre, au lieu d’être donnée par l'équation (39), est 
donnée par l'équation 
(40) P+ QD,— (fe THE) =o, 
équation dont on déduirait aisément tous les théorèmes connus de 
l’Hydrostatique, et que l’on peut en même temps considérer comme 
l'expression de la loi de compressibilité d’un fluide homogene soumis 
à des forces extérieures. 

Si, supposant toujours une absence complète d'électricité, nous 
avions tenu compte cependant du changement d'état éprouvé par le 
fluide au voisinage des surfaces terminales, nous aurions trouvé que 
la pression qu'il faut appliquer à un élément de la surface 0,, pour 
maintenir le fluide en équilibre est donnée par l’équation 


‚ , oY » 0Ë, I I EL 
(41) P + 2Dp— vp + E (52 — a) + Apo Cr + w) + bp=o0. 

C'est ’equation qui donne la theorie de la capillarité, telle que nous 
l’avons exposée autre part ('). 

Par l’effet du changement d’état qu’il éprouve au voisinage des sur- 
faces terminales, le fluide renferme toujours de |’électricité dans les 
parties attenantes à ces surfaces. Si l’on tient compte de cette elec- 
tricité en supposant que le système ne renferme pas en outre d’elec- 





(1) Applications de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires (Annales de l’E- 
cole Normale supérieure, 3° série, t. II, p. 207). 
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tricité libre, on devra supposer la pression donnée par l'égalité 





N, _ T be) 


Le I) —: 
PT + QD, + ds, 


(42) 1 1 
+ Ano — + x) + bot Zot Dpo — Ypo — 9, 
R, R,. 


que l’on doit, par conséquent, substituer désormais à l’egalite (41) 
dans l'étude d'un systeme qui ne renferme pas d'électricité libre. 

Enfin, si le systeme renferme de l'électricité libre, la pression sera 
donnée par l'égalité (39). 

De la comparaison des égalités (39), (40), (41) et (42) vient l’idée 
de regarder la pression P comme la somme de quatre autres pres- 
sions : 

1° D’une pression hydrostatique ayant pour valeur 
(4o bis) P,=—2D ne — 15) (1): 


06) 07» 


2° D'une pression capillaire ayant pour valeur 


(43) P,—— A, (+R) -v%: 
PUR, Re) 9 


3° D'une pression due a la presence de l'électricité naturelle ayant pour 
valeur 


(44) Pa — (tp + Bp0 — Ypo ) : 


(1) La fonction Q ost déterminée à une constante près. Néanmoins la pression P; est 
entièrement déterminée. Supposons, en effet, qu'à 2 on substitue une autre fonction 
Q’—= 0-+-C. On dovra alors à la quantité v,, donnée par l'égalité (33), substituer la 
quantité v, donnée par l'égalité 


y! =v 
ame ff fe dx dy ds = i, [ [fe + ca ar a: 
= vp + Dé EL ds = v, + CDy. 
M» P 


La nouvelle valeur P‘, de P; scra donc 


Vp 152 =P.. 


SUR LA PRESSION ELECTRIQUE. 143 


4° D’une pression due a la presence de l’electricite libre ayant pour 
valeur 


(45) P, = — (0, — 0,9 À — 2areA®). 


Cette dernière égalité nous montre que l’electrisation d’un fluide a 
pour effet d’exercer aux divers points de sa surface libre une traction 


ayant pour valeur 


Telle est l’expression de la traction électrique qui doit être désor- 
mais substituee à l'expression anciennement admise pour celte traction, 
expression donnée par légalité (1). 

Si nous renıplacons w, par sa valeur 


I 
. pP 


donnée par l’une des égalités (29), Vexpression de la traction élec- 
trique devient 


I “ . LU 
— os À po Q po + Ô po À + a Te A?. 


NT, 
Cette traction est la somme de trois termes. 
Le premier terme, — wry he Qo, dépend de la nature du corps p, de 


la grandeur de ce corps et de la charge totale répartie sur la surface 
libre de ce corps. Il est proportionnel à cette charge. 

Le deuxième terme, ¢,,A, dépend de la nature du corps p. Il est pro- 
portionnel à la densité superficielle de l’electricite libre au point con- 
sidéré. 

Le troisième terme, arcA?, se distingue des deux précédents en ce 
qu'il ne dépend pas en grandeur de la nature du corps p. Il est iden- 
tique à l’expression de la traction électrique admise dans toutes les 
anciennes théories. 

L'importance prépondérante de ce terme dans l’étude des déforma- 
tions produites par l’électrisation résulte de la proposition suivante : 

Si l’on prend un conducteur dont les dimensions linéaires soient 
mesurées par des nombres extrêmement grands; si l’on charge ce con- 
ducteur à un niveau potentiel mesuré par un nombre dont le rapport 
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même aux nombres précédents suit extrêmement grand, les deux 
premiers termes de la traction électrique en un point sont en général 
très pelits par rapport au dernier. Ce dernier terme représente donc 
la valeur complete de la traction électrique pour un conducteur très 
grand chargé à un niveau potentiel très élevé. 

Considérons en effet un système formé par un seul conducteur p, 
chargé à un niveau potentiel V. La traction électrique en un point m 


a une valeur 
I 


F=— M, See Qpo + Ô bo À + are AR. 

Considérons ensuite un conducteur p’ semblable au précédent, le 
rapport de similitude ayant une valeur &. Chargeons-le à un niveau 
potentiel XV. Cherchons la nouvelle valeur F’ de la traction élec- 
trique au point m’ homologue de m. 

Pour charger le corps p au niveau potentiel X’V, Q,, aurait dû de- 
venir A fois plus grand. Pour charger au niveau potentiel V le 
corps p’, il faut distribuer sur sa surface libre une charge égale AAQ,.: 
par conséquent, pour charger au niveau potentiel XV le corps p’, il 
faut distribuer sur sa surface libre une charge 


Ono = kk Qpo- 


On a d'ailleurs 
M, 4°M,,. 


Les quantités Apo, 0 ne changent pas si la nature du corps ne 
change pas. 
‘ à à « N - fo! Vf , A 5 
La charge Q,, étant égale à 44’Q,,, et la surface 9,, étant égale 
a A705, on à 


1 4! 
A! — 78. 
On a donc 
vA Qn A Ke, 
F'— — 7a hee QE + T nA + 2TE TS A‘. 


Li] e k' e „ a 
On voit alors que, si A et + sont deux quantités très grandes, les 
deux premiers termes sont négligeables en comparaison du dernier. 


Une dernière remarque se présente ici : les résultats précédents sont 
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établis en supposant que l'on ait affaire à des conducteurs fluides; 
peut-on les appliquer à des conducteurs solides? | 

Si l’on remplace les conducteurs fluides par des conducteurs solides, 
on pourra bien changer la nature de la déformation que la pression 
électrique leur fera subir. La nature de cette déformation devra être 
demandée à la théorie de l'élasticité et non à !’Hydrostatique. Mais ıl 
n’y a aucune raison pour que celte substitution change l’expression 
même de la pression électrique en un point de la surface. 

La discussion de l’équation (38) sera faite au début de la seconde 
Partie de ce Mémoire. 


Depuis la rédaction du présent Chapitre et la communication à l’A- 
cadémie des Sciences du résultat qu’il renferme, j’ai eu connais- 
sance d’un travail important où M. A. Foeppl (') cherche à préciser la 
nature de la couche que l'électricité en équilibre forme sur un corps 
conducteur et la grandeur de la pression qu'elle exerce. 

Pour y parvenir, M. Foeppl considère l'électricité comme un fluide 
doué d'élasticité. 

« Dans l’état neutre, dit-il, chaque centimètre cube d’un conducteur 
renferme une certaine quantité de fluide positif, et cela aussi bien dans 
la théorie unitaire que dans la théorie dualistique. Soit e, cette densité 
solide du fluide positif dans l’état neutre. Si le corps s’électrise positi- 
vement, € devient supérieur à &,; soit € — €, + Ae, Ae représentant 
alors la densité de Félectricité 4bre. Si le corps est électrisé négative- 
ment, Ae est négatif. 

» D'après l'hypothèse faite plus haut, la densité ne peut s'élever de 
€, à € sans développer des pressions élastiques; le fluide pouvant se 
mouvoir très aisément dans le conducteur, on doit regarder ces pres- 
sions comme dépendant seulement des coordonnées et non comme 
variables avec la direction de l'élément. En les désignant par p, on a 


4 


p—cAs, 
c étant une constanle. » 


(1) A. FoerpL, Die Vertheilung der electrischen Ladung in den Leitern ( Wiedemann’s 
Annalen der Physik und Chemie, XXIX ; 1886). 


Ann. de ’Ec. Normale. 3° Serie. Tome V. — Mat 1888. 19 
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Partant de cette idée, M. Foeppl arrive à cette conclusion que si ¢ est 
la densité de l'électricité libre en un point de la surface du corps et ¢’ 
la densité à une profondeur à, on a 


à — Te log 7 
A une profondeur très faible, la densité 9’ devient tres petite. 

Je n’ai pas besoin de faire remarquer que les principes de M. Foeppl 
sont extrêmement différents de ceux qui sont développés dans le pre- 
sent Mémoire. Le résultat auquel il parvient présente, avec les nôtres, 
cette seule analogie qu’il entraine la présence d’une certaine quantité 
d'électricité à l’intérieur d’un conducteur aux points très voisins de la 
surface. 

(A suivre.) 
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CHAPITRE II. 


LES THEOREMES GÉNÉRAUX CONCERNANT LES FONCTIONS ARBITRAIRES. 


Dans quatorze articles, imprimés dans les premiers Volumes du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées (2° série), Liouville donna 
des théorèmes concernant les fonctions arbitraires. Ce sont des iden- 
tités entre sommes qui contiennent des fonctions arbitraires à argu- 
ments variables; ces arguments sont des fonctions linéaires, contenant 
les solutions entières de certaines équations indéterminées du second 
degré. Dès 1862, M. Hermite a indiqué (') une méthode pour obtenir 
des théorèmes de cette nature, où interviennent des fonctions à un 
argument. 

La plupart des fonctions qu’on étudie dans la théorie des fonctions 
elliptiques peuvent être représentées par des séries trigonométriques, 
soit immédiatement, soit comme fonction des autres fonctions: de là 


(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. VII. 
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résultent des relations où entrent seulement des séries trigonométri- 
ques, sur lesquelles on fait diverses opérations. On égale les coefficients 
des puissances de g dans ces identités; d'où autant d'égalités distinctes 
les unes des autres. Ainsi nous trouvons des théorèmes concernant des 
fonctions trigonométriques; dans ces théorèmes figurent des sommes 
qui s'étendent à toutes les solutions entières ayant un caractère défini 
de certaines équations indéterminées. 

La plupart des fonctions analytiques peuvent être représentées entre 
certaines limites par des séries trigonométriques. En remplaçant, dans 
l'identité trigonométrique dont il vient d’être question, la variable par 
des valeurs déterminées convenables et en sommant, nous pouvons 
étendre le théorème établi pour les fonctions trigonométriques à toutes 
les fonctions représentables dans des conditions convenables par des 
séries convergentes contenant la fonction trigonométrique pour laquelle 
le théorème est démontré ; mais, dans les théorèmes de cette sorte, les 
arguments des fonctions sont toujours des nombres entiers. D'autre 
part, toute fonction analytique ou arithmétique, finie et déterminée 
pour les arguments entiers qui figurent dans le théorème, peut être 
remplacée par une autre fonction qui lui soit égale pour toutes les 
valeurs considérées de l'argument. Pour cette raison, les théorèmes qui 
nous occupent peuvent être étendus aussi aux fonctions arithmétiques 
d’un caractère convenable et à des fonctions analytiques qu'on ne peut 
pas représenter dans les limites exigées par des séries trigonométri- 
ques. Les seules conditions pour que le théorème s'applique à une 
fonction sont les suivantes : 1° la fonction doit être finie et déterminée 
pour les arguments qui figurent dans le théorème; 2° la fonction doit 
satisfaire à quelques conditions qui résultent de ce que le théorème 
n'est pas vrai pour toırtes les fonctions trigonométriques. (Si, par 
exemple, le théorème est démontré seulement pour les cosinus et non 
pour les sinus, la fonction doit être paire.) 

Toutes ces considérations générales deviendront plus claires quand 
nous les appliquerons à des exemples particuliers. 

Exemple I. — De l'égalité (5) on déduit facilement 
sin’am ons = sy | gr £[cos(d’— dr) — cos(d'+d')æ] |. 


AE 
7 
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La somme qui multiplie g” doit être étendue à toutes les solutions 
impaires et positives de l’équation à quatre inconnues d'd + d’0” = 2n. 

En comparant les coefficients des mêmes puissances de g dans les 
series (47) et (6), on trouvera l'identité 


(48) 24-12 d[ı — cos2* dx] = Z[cos(d'— d’)r — cos(d'+ d')r]. 


En supposant que l’entier n de l'équation d'à’ + d’s” = 2n soit égal 
à 2°'m, m étant un nombre impair, on devra étendre la sommation 
du premier membre à toutes les solutions de l'équation dé = m. 
Soit f(y) une fonction paire, qui reste finie et déterminée entre — A 
et + A; on a entre ces limites 
MYT 


(49) f(y) =4Ao+ Arcos À + A, cos IT +... 4A cos „ten 





en posant 


+ À 
I mr) 





Dans le développement (49), faisons y égal à o, 2d, d’—d" et d’+d"; 


SAT. . 3T mr 

dans l'égalité (48), faisons x = D ma Spt go Puis multi- 
e 9° . ’ e T 
plions par A, les deux membres de l’identité obtenue en faisant «= > 


dans (48); par A, l'identité obtenue en faisant x = ur ++; par Am 


l'identité obtenue en faisant x = a. Si l’on additionne tous ces résul- 


tats en ayant égard aux formules (49), on aura évidemment 
(50) E[f(d'— d')— f(d'+ d')]= 2% 2 d[ f(o) — f(2*d)]. 


Supposons maintenant que /(y) soit une fonction paire, analytique 
ou arithmétique, qui reste finie et déterminée pour chacune des quatre 
valeurs d’— d’, d'+ da’, o et 2d qui entrent dans la relation (50). Dans 
ce cas, on peut toujours trouver une fonction analytique /,(y) qui 
sera égale à f(y) pour ces quatre valeurs de l'argument et qui pourra 
être représentée entre les limites — A et + A par une série de cosinus; 
on peut choisir A plus grand que les quatre arguments précédents. Alors 
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l'identité (50) a lieu pour f,(y)et, par conséquent aussi, pour f(x). 
Le théorème qu'elle exprime a été donné par Liouville (*). 

Les thévrèmes semblables à celui-là présentent des caractères diffé- 
rents; leur caractère dépend essentiellement de celui des séries d’où ils 
dérivent. Si l'on considère les séries que nous avons affectées des 
nr à 11, on les groupera naturellement en trois groupes. Au pre- 
mier groupe appartiennent les séries qui représentent les fonctions de 
Jacobi; dans ces séries, les arguments des fonctions trigonométriques 
eroissent suivant une progression arithmétique simple, tandis que les 
exposants du module g croissent suivant une progression arithmétique 
du second degré. Au second groupe appartiennent les séries qui repré- 
sentent les fonctions elliptiques et les logarithmes des fonctions de Ja- 
cobi; ici, chaque puissance de g est mullipliée par une somme de fone- 
tions trigonométriques, et l'indéterminée, qui entre dans les arguments 
de ces fonctions trigonométriques, est multipliée par divers diviseurs 
d’un nombre proportionnel à l’exposant de la puissance de g. Telles sont 


ı 
lessommesEsindr, Edeosadx,.(— 1)" cosdx, Löcosdz, ..., oud 
représente un diviseur d'un nombre déterminé n et à le diviseur com- 
plémentaire. Enfin, les séries de M. Hermite (troisième groupe) res- 
semblent aux séries du deuxième groupe, en ce que les coefficients des 
diverses puissances de g sont des sommes étendues à tous les diviseurs 
d'un nombre x proportionnel à l’exposant de g; mais ici les arguments 
des fonctions trigonométriques contiennent, comme mulliplicateurs, 
les sommes de deux diviseurs complémentaires du nombre »; telles 


y, Esin(d + 6)a, Ecos(d + 8)a, ..,. 


Conformément aux divers caractères des séries d'où ils procèdent, les 
théorèmes arithmétiques doivent se distinguer else distinguent : 1° par 
la forme des équations qui régissent les sommations à faire; 2° par la 
forme des arguments des fonctions arbitraires. Si, par exemple, au 
cours d’une démonstration, on multiplie une série représentant une 
fonetion de Jacobi par une série qui représente une fonction elliptique, 
dans l'énoncé du théorème figurera une somme de fonctions arbi- 





sont les sommes > sin 





(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, 1. Ml. 
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traires ayant des arguments de la forme gM+-cd; p et o sont des nombres 
constants quelconques, M etd sont des solutions entières de l'équation 


aM'+ bdd=n, 


où a, bet n sont des entiers positifs ou nuls. La sommation s'étend à 
toutes les solutions d’un certain caractère de cette dernière équation. Si 
l’on a multiplié une série de M. Hermite par une sérieelliptique, on aura, 
dans l’énoncé du théorème, une somme telle que > Jlu(d+ 6)+Ad'], 


étendue à toutes les solutions d, 6, d’ et à’ d’un certain caractere de 
l’equation j 
tEdè+nd'à = n; 


ici w, À, 6, net a sont des nombres constants; les trois derniers sont 
des entiers positifs ou nuls. Je ne crois pas utile d'analyser tous les cas 
qui peuvent se présenter dans la recherche de théorèmes arithméti- 
ques. Ces considérations générales sont éclaircies dans mon Ouvrage 
par huit exemples, dont le premier a déjà été exposé plus haut. En 
voici trois autres : 

Exemple IV. — Liouville a énoncé (') le théorème suivant : 


Si f(— x) = f(x), si d', à’, d", &, d, à et m sont des nombres im- 
pairs positifs, on a 
(51) 22[ f(d'— 2%d") — f(d'+ a%d")] = 2(6 — d) f(d), 
la première somme s'étendant a toutes les solutions de l'équation 
d'à + 2%d'ö’— m, 


ou a est une variable et m une constante, et la seconde somme à toutes les 


solutions de dd = m. 
Demonstration. — Dans la formule (8), remplaçons x par = et effec- 


tuons sur les deux membres de la nouvelle égalité l'opération 


(1) Journal de Mathematiques pures et appliquées, 2° série, t. III. 
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comme ona 
a2,(2, 7) æs(? 7) as(?, 7) oa (=, 7) 
gd D ag + ee 


on trouve, apres des réductions faciles, 


Ga) | # logs,(=) | —[ 2 oe2(7) [=4 [7 Ea cosa, 


m est'impair. D'autre part, la combinaison des égalités (8) et (g) nous 
donnera 


(53) £ logs, (= )+ +2 logs (2 =a > (mr Zanrac), 


m=14—1 m = dè 


En multipliant la dérivée de (8) par (53), nous aurons une autre 
série trigonométrique pour exprimer la fonction qui figure au premier 
membre de (52). En comparant les coefficients de g” dans (52) et dans 
la nouvelle série, on aura 


(54) 22[cos(d’ — 2%d").x — cos(d'+ 2%a")x] = Z(d — d)cosdr. 


De l'égalité (54) on passe aisément à l'identité (51). 

En représentant par f(a) une fonction qui satisfait à la condition 
f(— x) = f(x) et qui est égale à des nombres finis et déterminés 
pour tout argument qui figure dans le théorème, on démontre, dans 
l'exemple V, l'identité 


id 1) lg 


(55) 3-1) J(d—an)=2(—1)"  f(m,). 


Dans cette dernière égalité, on suppose que d, 6, d’, 6’, m, etm 
sont des nombres impairs positifs dont les cing premiers sont variables 
et le dernier constant; n est un entier quelconque. Les sommations 
s'étendent à toutes les solutions entières des équations 


do + an? — m, d'à'+ m?— 2m. 


Exemple VI. — Si, dans la formule (4), on fait x = o et qu'on mul- 
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tiplie l'égalité ainsi obtenue par l'égalité (11), on aura une série trigo- 
nométrique représentant la fonction ans sinam 202 & (x). 

On obtiendra une autre série pour cette fonction en multipliant (2) 
par (5). Ces calculs donnent 





n =» 


, 1 San n=e f - 
n+-ws . d+û n+- . 
D q * > Sin — 2) => E D) sin(d'+on')xr|. 
nv “ n=0 _ 





Les sommations doivent s'étendre à tous les entiers impairs positifs m, 
d,5, d', 2’ et à tous les entiers quelconques n’ qui satisfont aux équa- 
tions 

do + m=4n +2, a'd'+an®*=an+1, 


n étant un entier constant positif ou nul. De la on déduit 


RE) 
La fonction F(x) doit satisfaire aux conditions F(— x)= — F(x), 


F(o) =o, et prendre des valeurs finies et déterminées pour toutes les 
d+i 3 








(56) N sind’ +an')r= Ÿ sin 


valeurs considérées de d’ + an’ et de — 


Exemple VIII. — Si, dans (2), on fait 2 =o et qu'on multiplie le 
résultat par (5), par cosa et par (ro), on aura 


kr 


2 2Kx, Jr ; 
sin? am 7 Sax) cosr 


meta të, jd+ 8 
(57) =2 2 ;7 er I|eos(=-4-1)2--c0s (+de) 
d+0 d-+ö | 
+ cos — dr T—Cos —, = +dh—i ( 


En multipliant (6) par (4) et par cosx, on aura 
4 K? k? 
Tr? 














. 2Kr, u 
sin? am = (X) cos -r 


d(tè—1i+ntn-1} 


831g Yd[cosanx + cosa(n —1).x]| 


(58) 


6—1) +) (2n—1)3 
Pri ae Z2d{cos2(n + d):r +cosa(n — d)x 


\ +cos2(2+d—1)}r+cos2(r —d dir]. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — Mat 1888. 20 
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Des égalités (57) et (58) on peut, en suivant les méthodes exposées 
dans notre premier exemple et dans les considérations générales qui 
le précèdent, déduire aisément l’égalité que voici, où f(— x) = /(r) : 


| >| 1 —d,—1) (ra) (a) +) 
| | 2 2 | 2 2 
(0) 


| =f 2d [fn'’) + f(an'— a)] 
— 9 Xd,[f(on'+ad,) + f(an'— ad,) + f(an'+ 2ad,— 2) + f(2n'— 2d,— 2)]. 











‘ 


Soient 2, d, et n’ des entiers positifs quelconques, r un entier quel- 
conque, d, 5, d,, 6,, 6, des entiers positifs impairs, d et 6 étant tels 
que d + à soit divisible par 4. La première des trois sommes (59) est 
relative à toutes les solutions, ayant le caractère indiqué, de l’équation 


sn+ di +ad = 4h +1: 
et les deux dernières sommes à toutes les solutions de l’équation 
daca on — 1) = 4h +1. 


Si dans l'équation (59) on suppose /(o) = ı et f(x) = o pour toute 
valeur de x autre que zéro, on en déduit aisément les trois formules I, 
ITet V de M. Kronecker ('). En général, des formules qui sont établies 
dans les huit exemples du présent Chapitre, aussi bien que des formules 
analogues, on peut déduire une multitude de théorèmes arithmétiques 
particuliers, entre autres ceux qui font l’objet des Chapitres I et II du 
présent article. Ainsi, la formule (5o) donne un théorème, déjà déduit 
dans cet article, sur le nombre des solutions entières de l'équation 


A++ 357+ 3 {n+ 2, 
ainsi qu'un autre théorème, concernant le nombre des solutions, d’un 
‘aractere spécial, de l'équation 
A+ ++ 34 atan-+1), Où xD 1. 
Pour voir combien ces conséquences sont variées, on n’a qu’à lire ce 
que Liouville écrivait dans le troisième Volume de la seconde Série de 
son Journal (p. 145-150). 


crn SR me Se ce 


(!) Journal de Crelle, t. 51. - 
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Liouville a donné encore des théorèmes semblables aux précédents, 
mais dans lesquels figurent des fonctions à plusieurs variables. Ces 
théorèmes peuvent être déduits de quatre manières différentes; la qua- 
trieme méthode reposant sur des considérations algébriques élémen- 
taires, je ne donnerai qu’un court aperçu des trois autres. 

La théorie des fonctions elliptiques présente maintes égalités, où 
figurent plusieurs indéterminées différentes. Une telle égalité peut être 
remplacée par une égalité de denx sommes algébriques; ces sommes 
algébriques sont composées de produits de fonctions, qu’on peut repré- 
senter par des séries trigonométriques, sur lesquelles on fait diverses 
opérations. (La somme algébrique peut, dans quelques cas, se réduire 
à un seul terme, comme aussi l’un des membres de l'égalité en question 
peut être zero.) En comparant les coefficients des mémes puissances 
de g, on aura une égalité trigonométrique entre plusieurs indétermi- 
nées. Cette égalité est parfois composée de termes de nature diverse 
et peut alors être divisée en plusieurs autres, quand on y remplace les 
indéterminées u, ¢, f,... par — u, —¢, — t,... Si, par exemple, l’e- 
gahte contient des produits de deux cosinus et des produits de deux 
sinus, elle pourra être divisée en deux autres : l’une contiendra seule- 
ment les produits de cosinus, l’autre seulement les produits de sinus. 

Toute fonction analytique de plusieurs arguments peut être repré- 
sentée, entre des limites déterminées pour chaque argument, par une 
série trigonométrique, pourvu qu’elle soit finie et bien déterminée 
entre les limites en question. Soient x, y, 5,... les arguments de la 
fonction. Supposons que cette fonction soit représentée par des 


NEU hy 


D ———) 


produits de sinus et cosinus, ayant pour arguments 
h h, 





TRS . . . 
Free. Pis Ay... Sont des nombres entiers qui varient d'un 
2 





terme de la série à l'autre; +h, Eh, + h,, ... représentent les 
limites entre lesquelles la fonction est égale à la série trigonométrique. 
Nous avons trouvé plus haut une identité trigonométrique (on peut 
parfois en obtenir plusieurs analogues) entre diverses indéterminées 
u,v, t,...; celte identité est composée de produits trigonométriques 
homogènes; ainsi, par exemple, dans tous les termes l’indéterminée u 
entre dans les arguments des cosinus, l’indéterminée ¢ dans les argu- 
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ments des sinus, et ainsi de suite. Remplaçons u successivement par = 
ar 3T FT 2m 3% 
a a p Par 7,’ h,’ m .. 
série de nouvelles identités, dont nous designerons l’ensemble par (A). 
Dans la série qui représente la fonction, remplaçons x, y, z,... par 
des entiers, tels que les arguments des fonctions trigonométriques 
deviennent identiques à ceux qui se rencontrent dans les identités (A). 
[On suppose, bien entendu, que les fonctions trigonométriques qui 
figurent dans la série et celles qui figurent dans les identités (A) sont 
les méines |. Cette substitution sera répétée plusieurs fois; on obtiendra 
ainsi plusieurs identités, dont l’ensemble sera désigné par (B). Multi- 
plions les deux membres des égalités (A ) par les coefficients communs 
à toutes les égalités (B) et additionnons; nous aurons une égalité (C), 
composée de séries trigonométriques, à laquelle nous donnerons pour 
second membre zéro. Multiplions les deux membres des égalités (B) 
par les coefficients communs à toutes ies égalités (A) et additionnons; 
nous aurons une égalité (D) dent le second membre sera égal à zéro 
en vertu de (C). La relation (D) contient une fonction arbitraire; par 
suite, elle constitue un théorème de Liouville (‘). Les arguments de la 
fonction dans ce théorème sont des nombres entiers, en sorte que le 
théorème peut être étendu aux fonctions arithmétiques et à des fonc- 
tions analytiques qui sont infinies, ou indéterminées, ou font un saut 
pour les arguments non entiers ou pour les arguinents entiers qui 
n'entrent pas dans l'identité primitive. 

Dans la seconde méthode de déduction des théorèmes en question, 
on n’emploie les formules fournies par la théorie des fonctions ellip- 
tiques que pour démontrer des théorèmes à une variable qui sont des 
cas particuliers des théorèmes à plusieurs variables. En deduisant un 
théorème de Liouville à une variable, on obtient une égalité entre des 
sommes de sinus ou cosinus; ces sinus ou cosinus doivent se détruire 
mutuellement, car ils contiennent une variable indéterminée x. Les 


., et ainsi de suite : nous aurons une 


(1) Dans ce Chapitre, on entend par théorèmes de Liouville non seulement les théo- 
remes publiés dans les quatorze articles de Liouville, mais en général tous les théorèmes 
d'un certain caractère. | 
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arguments des termes qui se détruisent doivent être égaux, ou égaux 
et de signes contraires. Mais les arguments contiennent la variable x 
multipliée par des fonctions linéaires de paramètres qui satisfont à 
certaines équations indéterminées du second degré. Ainsi, nous aurons 
des relations linéaires entre les diverses solutions d’une méme équation 
du second degré ou de deux équations du même degré. Mais les para- 
mètres en question peuvent être liés encore par’ d'autres équations 
linéaires. Ces nouvelles équations linéaires donneront les arguments 
des fonctions trigonométriques à employer pour multiplier les termes 
qui se détruisent. Ainsi, nous pouvons déduire des égalités entre des 
sommes de produits trigonométriques; dans une telle égalité à la 
variable’ x s'ajoutent les variables y, 5, 4, ...; les sommations s’e- 
tendent à toutes les solutions d'un certain caractère des équations 
indéterminées qui ont figuré dans le théorème à une variable. La 
marche de déduction est, à partir de là, identique à celle que nous 
avons indiquée en exposant la première méthode. Évidemment, on 
peut varier diversement la seconde méthode. Ainsi, dans quelques 
cas, on aura des égalités contenant deux, trois, ... variables et l'on 
en deduira des relations contenant un plus grand nombre de va- 
riables. 

Daas la troisième méthode de déduction des théorèmes en question. 
on emploie des séries autres que celles que fournit la théorie des fonc- 
tions elliptiques; néanmoins, tl y a un lien étroit entre cette théorie et 
la présente méthode. D'abord, en effet, les séries que nous avons étu- 
diées jusqu'ici sont des cas particuliers des nouvelles séries. Celles-ci 
sont aussi des séries trigonométriques et contiennent l’indéterminée g; 
mais les puissances de q sont multipliées par des fonctions trigonomé- 
triques à plusieurs variables (par exemple, les termes peuvent avoir la 
forme g”cosm,xcosm,y, où y et x sont des variables). Mais il v à 
plus. Pour transformer les séries étudiées dans la théorie des fonctions 
elliptiques, on effectue certaines opérations algébriques; les mêmes 
opérations, à peine modifiées, se représentent quand, dans les séries 
en question, on introduit, suivant des lois déterminées, des fonctions 
trigonométriques des nouvelles variables. Toutes ces considérations 


générales sont éclaircies dans mon Ouvrage par six exemples (n 9 
a 15). 
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Exemple IX. — Des formules connues, qui donnent 


ah ; 2K 
sinam — (a + y) + sinam — (x — 4), 
ie e 














, . . ov aha Kr 
connaissant les trois fonctions elliptiques des arguments | = 
on déduit facilement 
16K°/3 2h ak 2 2Kr \ ak. 
>; sn — (e+Y)+ sn — ~ (ez — y)|sn—cn dn 


(60) ¢ _ 
Ka 2K y 2K y 
cn dn = 





sn 








16KA [ 2 K 
= — sn Ce +) sn (ey) 





Employons maintenant l'égalité (5) et celle qui s’en déduit en diffe- 
rentiant par rapport a x; nous trouvons aisément 


nz =& 


1 
> (0" | iy d’ sind.c cosdy sin d'y cosd" r) 


nai 


n=« 


1 
22 > (ie sindy cosdr sind’ x cosd' y): . 
nl 


En comparant les coefficients des mêmes puissances deg, nous aurons, 
pres une transformation tout élémentaire, 


| a’ [sin(d + d") x + sin(d — a’) x] [sin(d + d') y — sin(d—d') 9] 
on | 
=a [sin (ed + d').x — sin(d — a’) xr] [sin(d + à) y + sin(d — d”) »]. 


Les deux sommations ci-dessus s'étendent à toutes les valeurs impaires 
et positives de d, ¢, d’, à’, d’ et &” qui verifient l’équation 

do + a'a'+d'o"=an—1, 
n étant un nombre posilif constant. L'égalité (61) peut être étendue, 


par les méthodes décrites plus haut, à une fonction quelconque im- 
paire F(x, 7) : 


dd’ [F(d+d,d+d)+F(d-d',d+d)—F(d+d",d-d')—F(d-—d",d—d'] 
(62) = 
=> «| F(d+d',d=-d)+F(d+d,d—d)—-F(d-—d, d+d)-F(d—d',d—d"]. 
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L'identité (62) a été donnée par Liouville (') dans le dernier des six 
articles insérés dans le même Volume de son Journal et qui avaient le 
même objet que le présent Chapitre. 

Exemple XI. — Dans les exemples IX et X, on a employé la premiere 
méthode de déduction; l'exemple XI est consacré à la seconde mé- 
thode. Prenons la première des formules (56) et la formule (55); 
posons dans cette dernière f(x) = cosx. Si ces deux égalités ont lieu, 
c'est que certaines des fonctions trigonométriques qui entrent dans 
ces formules ont des arguments ou égaux ou égaux et de signes con- 
traires. Ainsi les formules (56) et (55) nous montrent que certaines 
solutions des équations 


(63) mi+ di —=4n+a, 
(64) an" + do —=an+i: 


sont liées par les conditions 
(65) 1(d+9)=:d'+an, m= (0'—2n'), 


Dans l’équation (63) remplacons m et d par les valeurs tirées de (65); 

, . a ‘y . » ? N, / o>, à 
alors, en ayant égard à (64), on voit que d, 5, d’, 6, met n’ sont liées 
encore par la relation 


1(d— 3} =(an + d'— 95}? 


Ainsi certaines solutions de l'équation (63) sont liées aux solutions 
de (64) par les relations 


(6)  d'+an'=!(d+ ii), g'—an'—=#+m, an'+d'—d'=+1(d—6). 


Une analyse tres facile montre que ces trois dernieres relations ne 
peuvent subsister que si 4n’+ 2d’— ¢’>0, et que réciproquement, 
si l'inégalité précédente a lieu, les solutions des équations (63) et (64) 
seront liées par les relations (66). Si l'inégalité précédente n’a pas lieu, 
les fonctions trigonométriques, qui contiennent «d', 3’ et n’ dans (55) 
et (56), doivent se réduire avec d’autres functions trigonométriques 
où d’, 3’ et n’ ont d’autres valeurs. Une analyse très simple montrerait 


PL mn mens udn] 


(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. DIF, p. 335. 
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que, en posant 

d+an'=—d,—an', 
(67) g‘—an=d—an, 


an+-d—d=anı + d' — à, 


on aura deux solutions a’, à’, n’ et à’, d,, n' de l’équation (64), don- 
nant, dans (56) et (55), des termes qui se réduiront. On trouvera 
facilement que les relations (67) ne peuvent avoir lieu que si 
qn'+ad—è<o et 4n,+2d,— à, <o. Les égalités (66) et (67) 
font voir que chaque terme du premier membre de la première équa- 
tion (56) peut être multiplié par des fonctions trigonométriques des 
arguments (9 — 2n’)y et (an’+d’— ©)z, et chaque terme de son 
second membre par les mêmes fonctions trigonométriques des argu- 
ments my et {(d— ¢)s. Mais ces multiplicateurs ne doivent pas chan- 
ger de signe quand on change à la fois les signes de y et 5. D’après 
cela, l'identité (56) peut être remplacée par ces deux autres : 


2 © sin (d'+ an')xcos(d’ —2n')ycos(2n'+ d'— 0')s 
. d+û d—o 
=), sın >. T cosmy COS > ay 


2» sin(d'-+ 2n').x sin (6’—an')ysin (2n'+ d'— 09): 


d— 0. 


. d+i . . 
= > sin -——- zsinmysin—., >. 
2 


De ces deux identités on déduit le théorème suivant : 


Tutortme. — Se f(x, y, 5) est une fonction analytique ou arithmétique 
qui reste finte et bien déterminée pour toutes les valeurs de x, y, s que l’on 
considère ; si, de plus, cette fonction satisfait aux conditions 


J— 47, 3)=—f(r, ¥, 5), fix, —y,—:)=f(2,),53), 


on aura 


(68 ) DICH: an',o’'—an',2n'+d'— 0) =>/( 








‚m 
2 7 a 


d +0 =) 
Cette identité a été donnée par Liouville ('). 


D 


(ls Journal de Mathématiques pures ct appliquées, 2° série, t. VII, p. 42. 
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Exemple XII. — Les exemples XII, XIII et XIV et le commencement 
de l’exemple XV de mon Ouvrage sont consacrés à la troisième méthode 
de déduction des théorèmes contenant des fonctions arbitraires. Une 
méthode bien connue dans la théorie des fonctions elliptiques est celle 
par laquelle Jacobi déduit la formule (6) de la formule (5); la même 
méthode peut être appliquée à d’autres séries plus compliquées. Desi- 
gnons par m un nombre impair et prenons les deux séries trigono- 
métriques 


mae 


(69) A=) (Tin + T-m) Sin m2, 
m=i 

(70) B= > (T,—T_,)cosm.r, 
m] 


où l’on a posé 
1, 


1 
Ta ex! g (i __ ery! g™)-', T_„= e” yig? ne _ ewyigm)-l, 


Notre but est de déterminer A? + B?. Il est bien aisé de voir que cette 
somme de deux carrés sera composée des trois parties suivantes : 


1° La série 
erilgird 
2 2 (1 tet!) — glei) cos(d — d')r; 


2° Une série double, qui se déduit de la précédente par le change- 
ment de2yien — 2yt; 
3° La serie double 


— 2 Vqirt n 
Per ern cos(d + d')x; 


det d’ sont impairs. Determinons le coefficient de cos2nz dans la sup- 
position que n n’est pas nul; la partie de ce coefficient qui provient 
de la première série peut être écrite ainsi : 
aq” ar g“ gird ag" er TT ge! 
qe Di Ban Gr) = ae Im = M 
d=1 r=i 
Ann, de l’Fc. Normale. 3° Série. Tome V. — Mai 1888. 21 
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La seconde série donnera pour coefficient de cos2nx 
r=n 
2 q" e-ıyi ger! 
Im 2 To great © N 
ri 


Il est aisé de voir que la troisième somme nous donnera 


__ 227 _M—N. 
ı—q 
Ainsi, si l’on désigne par 2/( 7 ) le coefficient de cos2nx quandn= 0, 
on aura 


n= @® 


(71) A+ Bt=af(y)— 2 À cosane. 


n=1 


Mais on peut écrire A et B d’une autre manière : 


m= 


> G > cosoy sin 4) 


mi m—dö 


1 
© 
— 
> 
| 
bo 


m— 2 


(73) B=2 > (7 > sin oy cond) 

m=i m = dû 
En calculant A? + B? au moyen des formules (72) et (73), on verra 
que A? + B? est symétrique par rapport à x et y; ainsi la fonction f(y) 
doit être égale à la somme qui la suit dans (71), si dans cette somme 
on fait x = y. Nous aurons donc l'identité 


> > [cos(d'—d") x cos(d’+ 6") y — cos(a'+ a’) x cos(d'— 0") 5] 


n=l 


n = © . 
ng" ; 
= > gen (cos2ny —cos2nz); 


n =i 


(74) 


la sommation indiquée au premier membre s'étend à toutes les va- 
leurs impaires et positives de d’, à’, d’, à” qui vérifient l'équation 


an — d'à + d'ô”. 


in posant n = 2*m, a étant égal à l’un des nombres o, 1, 2, 3, ..., 
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et désignant par f(x, y) une fonction qui satisfait aux conditions 
f—z,r)=f(r, —7)=f(t—- 2, = >), 


on déduit facilement de (74) l'identité suivante 
| Its a, + 8) — f(d'+ d',d — 5) 
(39) 
| =at S dl fo, a%+1 d) — f(2*+1 d,o)]; 
d, d',d”,5, 6, 6” sont des solutions impaires positives des équations 


m=di,  2%+im— d'à + d'à. 


Cette identité (75) a fait l’objet de deux articles de Liouville ('). 
Exemple XIII. — En désignant par m un nombre impair quelconque, 
prenons deux nouvelles séries 


m— 1 m= 1, 

(36) C—2 > 7 COSMmI COSMY = > g’ cosmr(e"ri+e-"ri), 
m=i m—i 
m= 1 as m = œ 1s 

(77) D=2 ida sinmzsinmy = > g sinmr(e"yi— e-mri), 


mai mat 


Par des calculs semblables à ceux de l’exemple précédent, on trouve 
K 2Kzx 
78 AC — BD =4/— %,(2)ksinam —-. 
(78) AC— BD 2550) ‚(z)k sinam 7 


En utilisant les formules (ro) et (2), on déduit de (78) 


£= 
(79) AC — BD — > tae > sin (@ 


g=0 





= =) cosany| ‚ Ag +3=4An?+ db. 
Mais, d’autre part. on trouve 


=“ 3 
(80) AC-BD=2), [45 SS sin(a + myx cos(3 — my |, 


g=0 


kg+3=m'+ ado. 


(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. II]; premier et second 
article. 
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Des formules (79) et (80) on déduit l'identité 
(81) Ds (dtm, om) (EN, an). 


dans laquelle 
S(— x, Y)=— f(x, y), fo, y) =9, f(x; —ÿ})=/f(x, y). 





CHAPITRE IV. 


SUR UNE FORMULE DE LEJEUNE-DIRICHLET. 


L'expression ax? + 2bxy + cy’, dans laquelle a, b,c, x et y sont 
des entiers complexes, les trois premiers constants, les deux derniers 
indéterminés, est ce que nous appellerons par abréviation une forme; 
son nom véritable est forme quadratique binaire à coefficients com- 
ple.ces. La quantité D = 6? — ac se nomme le déterminant de la forme 
ax? + bxy + cy*. Nous supposerons, dans ce Chapitre, que D n'est 
pas un carré parfait. Quand les coefficients a, 2b et c n’admettent 
aucun diviseur commun, la forme se nomme proprement primitive. 
Si a, 2b etc ont pour diviseurs communs soit 1 + 2, soit 2, la forme 
est nommée wnproprement primitive. Deux formes, dont l’une peut se 
déduire de l’autre par une substitution linéaire 


cat by, yayaHdy, 


dont les coefficients a, 3, +, à sont des entiers complexes tels que 
25 — By =1, sont dites équivalentes; dans le cas contraire, elles sont 


dites non équivalentes : une forme réduite est une forme pour laquelle 
aN( b)EN(a@)EN(C). 


Le symbole N(a) s’enonce norme a; la norme est le produit de 
l’entier @ par son conjugué. Deux formes appartiennent à une mème 
classe si elles sont équivalentes; dans le cas contraire elles appar- 
tiennent à des classes différentes. Si dans chaque classe on distingue 
une forme avec le déterminant D, et seulement une, on obtient un 
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systeme de formes avec le déterminant D. Un tel systeme peut être 
entièrement composé de formes réduites. 

Passons au théorème de Lejeune-Dirichlet. On sait que toutes les 
solutions de l’equation 2? — Du?— 1 sont données par la formule 


t+uyD=+(T+UVD)", 


dans laquelle T et U sont des solutions fondamentales de l’équation 
précédente et n est un entier qui varie entre — x et +. Pour 
abréger, nous poserons 


(82) gs = N(T + UyD). 


Désignons par H le nombre des classes de formes proprement pri- 
mitives, qui ont pour déterminant D. Soit | 


(83) D = ;QV!, 


où ~Q ne contient pas de diviseurs carrés. Q est le produit de 
nombres primitifs de deux sortes : 1° des nombres réels de la furme 
+(4n+3), (n2o); 2° des nombres primitifs complexes m + mi, 
où m est impair et n pair. Q peut être égal à +1, pourvu que 7 ne 
soit pas égal à r. Quant à y, c'est une des quatre quantités suivantes : 
1,4, I+L, IH). 

Par le caractere Ë nous représentons le symbole d’Eisenstein; 


9 cy ® a 2 , 8 8 “ ° 
c'est-à-dire que [5 est égal à o, ou à +1, ou à —1. Si best un 


b 


égal à + 1 quand a est un résidu quadratique pour le module 5; Al 


est égal à — 1 quand a est non résidu quadratique. Si 6 = b’b’b”..., 


on a 
ai a a a 
OUI 
Désignons par À un entier positif ou négatif de la forme 4N + ı et 


par v un entier pair. Lejeune-Dirichlet, à la fin du Mémoire, inter- 
rompu par sa mort, Recherches sur les formes quadratiques à coefficients 


nombre primitif, Bi est nul quand a est divisible par 5; Ail est 
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et a ındeterminees complexes ('), donne la formule suivante : 
er __8N(VD) 
(84) | rloge 2 | +: | CH vt) 


Quand Q n'est pas égal à + r, cette relation est susceptible d'une 
autre forme. On peut supposer que À + vi et Q sont composés de 
multiplicateurs congrus à +1, suivant le module 2 + 27; alors on a 


85) _8N(yD) Ih Baa 1 
(89 u logs 4 Aber Q | (22+ vt)trP 


Dans les formules a) et (85), p est un nombre infiniment petit. La 
sommation indiquée s'étend à tous les entiers À et v compris entre — © 
et + 2, pour lesquels À + vz est un nombre premier par rapport à D. 
La sommation doit être effectuée avant de faire p =o; si on veut 
l’effectuer après qu’on a fait p = o, on doit suivre un ordre de somma- 
tion convenable. 

Pour faciliter le problème, on peut s’en tenir au cas où V — r. Par 
une analyse toute semblable à celle que Lejeune-Dirichlet emploie 
dans ses Vorlesungen über Zahlentheorie (?), on trouve la formule sui- 
vante : 


WN(V)yr Db’)? logN(T + UyD 
(86) n= TT | + oii , — JgN(T+UyD), 











logN(T'+ U'VD') 


Les symboles H’, D’, T et U’ ont les mêmes significations pour le 
déterminant D'=—Q que H, D, T et U pour le déterminant D = y QV?: 
les r sont les nombres primitifs qui entrent comme diviseurs dans V, 
mais non pas dans D’. Ainsi dans ce qui suit on supposera toujours 
D = Q. 

Si dans la formule (85) on fait 


Q=L(A+Bi), P=A+B:, 


L, A et B étant des nombres réels, et si l’on utilise certains théorèmes 
donnés par Lejeune-Dirichlet dans le même Mémoire que la for- 


(1) Journal de Crelle, t. 24. 
(3) Deuxième édition, n° 130. 
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mule (84), on peut écrire (85) de la manière suivante : 


8N(VD) |. y 1?/%-+v?\ (AA+ By 1 
H— 2 || ( L )( P vr! 


rlogs hm 
On aura donc, dans re qui suit, affaire seulement aux symboles de 


2 
Legendre, car | a l’une des valeurs 


(87) 








A+ VI — 1 ( 2 — 
1 + vi = fi (AV) Lies yee +, Ar 


1, (—1} » D * 4 a! . 
suivant que 7. est égal à 1, 4, 1 + Lou à (1 +1). Pour le second sym- 
bole de Legendre, qui figure dans (87), on connait (') une formule 
par laquelle les nombres quelconques AA + Bv dans les symboles de 
Legendre peuvent étre remplacés par des nombres pris d’un systeme 
défini de résidus par rapport au module P. Quant au premier symbole 
de Legendre dans (87), on pourra utiliser la formule 


= P— gdr—ky ni 
ak? + 2bkl + cl? I — +C\ ——- 
CRC ee) TS (ares bay 0) 





P 


où a, b,c, k et [sont des entiers quelconques, tels que ac — b? soit 
premier par rapport à p; p est un nombre impair positif, sans diviseurs 
carrés. J'ai donné ailleurs (?) la démonstration de cette formule (88); 
aussi j’omets ici cette analyse, qui rendrait cet article trop long. 

Faisons p = + L, en remarquant que + L doit étre toujours positif; 
soient aussi a=1, b=0, c=1; on peut alors donner à la relation (88) 
l’une des formes suivantes 




















Ey? SR (at yt) NE 
( L )= ( L Je | 
z,y 0 
r.y=+tL-1i : . ) 
(89) = 7 >> (2 7) AL 
r,y =0 
my=rL-! 
ot D (ET )cos mT 2ÀVT 
 +L L L L 
2,y=0 


(1) DiRICHLET, Vorlesungen, douxième édition, n° 116. 
(?) Bulletin des Sciences mathematiques, 1885. 
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On remarquera que nous suivons toujours la notation de Lejeune- 
Dirichlet : par le symbole (5). nous representons toujours l’une des 


trois quantiteso, +1, —1; au troisième symbole (87), nous donnerons 
aussi une autre forme, un peu artificielle : 


(bh+1+2n) Fri SE | 


Re INC noni| rs ry 
(90) Ferm = „N(vz)e ° re 


h et n sont des entiers positifs, négatifs ou nuls; les valeurs de 4 et 9 
dépendent de celles de y : si 7 est égal à 1,0 =oet 9 = 0; si y =z, 
I=1et 9 —0o; siy—1+1,,0—oeto—1; Siy=ili+ti),I=iıet 
s=1. 

En remplacant les trois symboles qui figurent dans la relation (87) 
par les expressions (89), (go) et par celle que nous avons empruntée 


a l’Ouvrage de Dirichlet, on peut donner à cette relation la forme 
suivante : 











F(h,rn)+Fılh,n) - 
{90 H = ee in SS ea An?) ]'+e’ 
a,,=+L-1:3=P— x 
F(h,n)= >> > (24 ry -) (pp )enernnncensey, 
ry=0 sai 
I Qu 2AS , hy ABs 
= I + 22 — ! i 475, 
R=79+ p+ p S — ;?+9+7+% 


La fonction F,(A, 2) se déduit de F(A, n) en remplaçant > par — 9. 


F(h,n) et F,(A,n) doivent être un peu modifiées dans quelques cas 
s=P-i 


particuliers : si P= ı, on ne doit pas écrire les symboles > et (2): 
s=1 


r,y=tL-1 





si L=— +1, on ne doit pas écrire >> et (TT 
r, y=0 
clarté, on doit remarquer, à l'égard de x et y, que ces nombres doivent 
varier entreoet + L —t, de telle manière que x? + y? varie entre ı 
et 2(=L-.ı)*. 
Avant de donner à (91) la forme definitive, nous devons chercher le 
moyen de nous débarrasser de £ avant la sommation. Pour cela, nous 


L X). Pour plus de 


oP) 
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analyserons la série doublement infinie 
rw 22 
2 a, , 
(92) Zi rn) (m?+ n?)® MR 
m n 


où s est un nombre positif quelconque, m et x sont des nombres positifs 
entiers, qui varient entre 1 et 20; les valeurs absolues des coefficients 
Om, sont toutes plus petites qu’un nombre déterminé C. Distribuons 
les @„,n dans une Table de telle manière que tous les a„,, qui ont le 
même indice m composent une ligne et que tous les a, qui ont le 
même indice n composent une colonne. Briot et Bouquet, dans leur 
Theorie des fonctions elliptiques, démontrent ce théorème : Une serie 
infinie a double entree, dont tous les termes sont positifs, donne une somme 
finie, de quelque manière qu'on fasse la sommation, si par une sommation 
spéciale on a trouvé une valeur finie. Supposons s > r et remplaçons 
tous les a,,,, par C. Sommons tous les termes pour lesquels m ne sur- 
passe pas / — ı et qui appartiennent à la colonne pour laquelle x = /; 
ajoutons à cette somme tous les termes pour lesquels n ne surpasse 
pas / et qui appartiennent à la ligne pour laquelle m = /. La somme en 
question sera plus petite que 2C/'-*%. Faisons maintenant varier / de 1 
jusqu'à ©; nous aurons 


= 
C 
2 > (mi+ n?)‘ < 22cm, 
min =1 ° 


Comme 1 — 2sest moindre que 1, la dernière somme donne un résultat 
fini. Ainsi nous avons démontré que, dans le cas des > 1, la série (92) 
donnera toujours un résultat fini, de quelque manière qu’on l’évalue. 

L’analyse précédente ne peut pas être employée dans le cas de s = 1; 
on devra dans ce cas sommer. dans un ordre défini. Prenons la somme 
simplement infinie 


n = 


__ mn 
(93) = y es (mir n° 


n =! 


Supposons que la valeur absolue de 


=p 
(94) > mi n= Pr 


nazi 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — Mai 1888. 22 
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soit toujours plus petite qu'une valeur déterminée B. On demontrera faci- 
lement que la série 





P>* p=* 
I I 
(95) Ze 2 Pr) Grp (ate ET 
p=! p=! 


ala méme limite que (g3). Par des considérations toutes semblables 
a celles que Dirichlet emploie pour un cas analogue dans le § 101 de 
ses Vorlesungen, on prouve que la somme (95) a pour limite une fonc- 
tion continue de s; on doit additionner dans un ordre tel, que le terme 
pour lequel p est le plus grand s’additionne apres tous les termes pour 
lesquels p est plus petit. La valeur absolue de la limite de (95), ainsi 
que de (93), sera toujours plus petite que B(m?+ 1) << Bm°*:. 
Considérons maintenant la série infinie 
p= 


(96) Ai + Ast Ast... Apte DA, 
p=! 


La valeur absolue de cette serie sera plus petite que BY pP”. Cette 


dernière série sera convergente quand s > ;; pour cette raison, la série 
a double entrée (92) a une limite finie quand on la somme dans l’ordre 
indiqué plus haut, si s est supérieur à + et si la condition (94) est 
remplie. 

Supposons donc que la condition (94) soit remplie et qu'on ait 
s>x>>;. Divisons (96) en deux parties : la première contenant les 
2° — ı premiers termes et la seconde contenant tous les autres termes. 
Comme les series A,, A,, A,, ... sont des fonctions continues de s, le 
premier membre de (96) sera aussi une fonction continue de s. La 
valeur absolue du second membre de (96) est moindre que 





2° ocr! 
(an) | Blatt HH (aa) TB] + + | 
31 | a-tch 


_ T_5a _ 2-'cE; 


E est un nombre positif, indépendant dec, c'est-à-dire du nombre des 
termes qui composent le premier membre de (96); 7 est égal à 2H — ı 
et supposé positif. Il est évident qu’on peut toujours prendre c telle- 
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ment grand que 2%E soit plus petit que toute la quantité donnée. 
Faisons varier s et supposons que la série (96) fasse un saut dont la 
valeur absolue est LL; ce saut ne peut être fait que par le second membre 
de (96). Mais fu << 2-*K, car la valeur absolue de ce second merfbre 
est toujours moindre que (97). D'autre part, on a expliqué qu'on peut 
toujours faire 2-%E plus petit que jy; ainsi la série (96) doit avoir 
pour limite une fonction continue de s. 

Nous avons démontré que (92) a toujours une même limite finie 
quand s > 1; donc, quand £ <sS1, si l’on somme dans l’ordre indiqué 
et si la condition (94) est remplie, la sommation de (92) donnera une 
liinite finie, qui sera la même fonction continue de s que dans le cas 
des > 1. Pour le cas spécial de s — ı, il est aisé de démontrer qu'on 
peut sommer les termes de (93), aussi bien que les termes de (96), 
dans un ordre arbitraire. 

On pourrait aussi sommer (92) ainsi qu'il suit : 1° sommer par co- 
lonnes, 2° réunir les résultats obtenus par la sommation des colonnes. 
Appliquons l'analyse précédente à la somme algébrique suivante : 


; e'th+URRi+aSTi 
so Fin 2 2 (Gén oe 


Dans cette somme, R et S représentent les mêmes fonctions que 
dans (gt); seulement 9 peut avoir l’une des trois valeurs o, +1 et 
— 1. On peut supposer L positif sans nuire à la généralité. Si l’on sup- 
pose que P n’est pas égal à 1, on démontrera facilement que 


> ebh+URTIi+nSTi — 0, 


nZzNe 


car cette somme contiendra AL fois la somme de toutes les racines de 
l'équation x’ = 1. On démontrera facilement, par les mêmes Eonside- 
rations, que la relation (94) aura lieu dans tous les cas possibles, 
excepté celui où P=1, 4 = 1 et où y est nul ou divisible par L. Dans 
le dernier cas, on devra sommer par colonnes, tandis que dans tous les 
aulres cas nous sommerons par lignes. 


172 P. NAZIMOW. 


Cherchons maintenant les moyens de sommer (98) dans l’ordre in- 
diqué. Comme dans (98) à chaque valeur positive de 2 on peut faire 
correspondre une valeur égale et de signe contraire, on remplacera 
e"S™ par cosn ST. Comme, en déterminant H, on ne peut admettre de 
valeurs imaginaires, on n’a qu'à examiner la somme double 


hz+en=+ . 


(99) M(x, y, 3,9, 9)= > y en COSAST. 


hz-en=-e 


Représentons par u un nombre positif moindre que 4PL ou nul, et 


posons 
\ Rr=n, 2PLS=u (mod.4PL), 
(ro) |: DT (n2i>-—n). 





On connait la formule 


mett+e-% 1 acost 2cos27 acos3E st 
(101) a eam —e-4ah gt gi?" + at+ 3? - (m2b2—m), 
Faisant a=r— ; dans cette relation, on pourra mettre 2 (99) sous la 
forme suivante 
‘<I Ale JF oo (ra) cos(3r -ı)n 
M(2,y,3,9,9) =ar i - Te ee ype? 
r=1e ‘ 


ce qu'on peut encore écrire 


r= x 


—__1\r-—-!1 V 2r—1 
(102) M(x, ¥,5,9,9)=an > u gar Sin (ar — 1) + sin (a r—ı)B], 
r=t . 


en posant 
(103) ze", a=n+teoi+in, 3=n—!lêi+ir. 


Briot et Bouquet, dans leur Theorie des fonctions elliptiques, démon- 
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trent que notre formule (5) est vraie pour toute valeur de x dont la 


0 e e 0 e K'ri K'ri 0 
partie imaginaire est comprise entre + — et — ——. Si donc dans 
2K 2K 


Te . . , 
cette formule (5) nous remplagons æ par = — x, si nous intégrons 


ensuite entre les limites o et x, en remarquant que 


1+ Asinam aK x 
Kk aKr Kr 7. 


2 1 d 
—— cosam -——: Aam —— = - — log ERBEN 
T T ' 2 dx . 2Kr 
1— A sin am —— 


nous aurons 
1, 2K.r 
| r i+ 2 SI AM —— 
(104) Mix, y, Sr Dy 0) — A logN m 77.777777 © 
ı. 2 
1 — — Sin AM — 
V: = 


K — de ae —K’. 
0 UT — T4) (1 ; T?) 


La formule (104) sera vraie dans le cas où l’onar > & > —+; le cas 
où §& = n’est pas encore résolu. Mais & ne peut être égal à = que 
quand P=1, y = 1 et yest divisible par L. En employant des formules 
qu'on peut trouver dans un Ouvrage de M. Durège ('), on déduit 
de (104) la relation suivante 


us 
(109) M(z, 7,5,9,9)+M(z, 7,3, — 9,9) = 3 logN IK, ok 
à am — — }cosam re 





I . . 
dans cette formule })=1, —; - » quand y=1, 4, 1+6, 


I —— 





ae Va Vite vit 
(1 +) et 

an(z — yi 2(A—Bi)z2r 2r(r — ri) 257 
(106) y= rd + Az eier ET | as. 


ee m nn mt — _—. 


(1) Theorie der elliptischen Functionen, 2° édition, p. 14, 28 et ay. 
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J’omets, pour ne pas trop allonger cet article, les calculs par lesquels 
on trouve M(x, 0, 0,0,0), c'est-à-dire par lesquels on analyse le cas 
où P=1, y =1 et y — 0. Les formules qui sont nécessaires dans ces 
calculs se trouvent dans le même Ouvrage de M. Durège. Ee résultat 
final est que la formule (105) se vérifie aussi pour ce cas particulier. 
En comparant maintenant les formules (91) et (105), on trouve facile- 
ment 


À am 2K7 + )cosam any 


N(x) (=) (5 , T 
H — - > ——— | (= )logN —— ——"— 
107) 2 loge # 2 L P) ° Aam 242 _ ycosam 2K? 
0 » T e T 








Si P=1, on doit dans cette formule prendre (5) egal à 1 el ne pas som- 
. »s:si L— f zy? soul: [’ 

mer par rapport az; si L=ı, on fera | ——) égal à ı et l'on ne som- 

mera pas par rapport à x et à y. Pour le cas où P=1 et L= 1, on a la 

formule 


(108) H — wale logN (=). 








Dans la formule (107), on doit faire varier x et y depuis o jusqu’a 
L—1 ets de 1 jusqu'à P — 1, en ayant égard à ce que x? + Y ne peut 
pas étre nul. 

On peut mettre la relation (108) sous une forme plus simple, au 
moyen des deux transformations qui suivent. En posant 


Ls +(A+Bé)(a—yl)=a+fBe (mod. LA + LB:), 


on lrouvera 


_ a(a+ Bir 

(109) = TA+ Bo’ 
a+ (s\) [ a+ sé |? 
(110) (I. )G)= use] 


snsuite on peut remplacer le module 5 par le module imaginaire ¢. 


A 
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En employant la notation 





on trouve 
‘ A nd 
N(x) a-+Bi |? teen Laim 
Gui) H= À logN| —_—————_,-_ — ; 
2 loge LA + LBi 4(a+ Bi)w 
— pcos’ am ———— 
LA + LB: 


nous distinguons par le signe ’ les fonctions elliptiques spéciales qui 
ont pour module ¢. On doit étendre la sommation (111) à toutes les 
valeurs de « + 82, qui constituent un système complet de résidus par 
rapport au module LA + LBz. En posant 


a+ Bi=(i+é)(y +492) (mod. LA + LB2), 
on trouvera par des calculs tres faciles cette nouvelle expression de H: 
CF tte N) y+öi |? Prt ett pate) 
Ga) H= reser 2 logs 24 Le. ni logs Berl 


a(1+t)(y+dt)o 


s— sin am LA LE LB: 














Il faut remarquer les formes très simples que la formule (112) prend 
dans le cas où y — 1; on a alors 


_ I+i 3 1 | a+ 1=5 
(113) H=| Sup a loge Z [5 un] oe [aoa ml 


Quand y =1 et N(LA + LBr) =r (mod. 8), on pourra écrire la for- 
mule (113) ainsi : 


I+ 2 a+ Bi 2(1+ t)(a+ Piow. 
C14) H= — joge Fearn 2 Frl logN sin’am —— LB: 
A+DBi 





Quand y = 1 et N(LA + LB:)=5 (mod. 8), on aura 


eur | Fes eur | logN cos’?am at e) (a+ Pele, 


(119) H= igs Fre: LBi LA+LBi LA + LB: 
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Dans le reste du Chapitre (le sixième de l'Ouvrage), suivant l'exemple 
donné par Lejeune-Dirichlet dans ses Vorlesungen et dans les Tomes 19 
et 21 du Journal de Crelle, je démontre que H, qui est donné par les 
formules transcendantes (112), (114) et (115), doit nécessairement 
être un entier réel, ct je fais connaître quelques propriétés de ce nombre. 


DETERMINATION 


DE 


TOUTES LES SURFACES 


PLUSIEURS FOIS ENGENDREES PAR DES, CONIQUES, 


Pır M. G. KOENIGS, 


MAITRE DE CONFERENCES A L ECOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


Le plan et les quadriques sont les seules surfaces qui puissent con- 
tenir deux séries de droites, ou par chaque point desquelles il passe plu- 
sieurs droites tracées sur elles. Dans le même ordre d'idées, on peut se 
proposer de chercher les surfaces par chaque point desquelles il passe 
deux ou plusieurs coniques tracées sur elles. Les surfaces qui contien- 
nent plusieurs séries de coniques ont déjà offert plusieurs spécimens 
aux géomètres; je ne parle pas du plan et des quadriques, mais la sur- 
face de Steiner, les surfaces cubiques, les surfaces du quatrième ordre 
à conique double, une surface du cinquième ordre étudiée par M. Dar- 
boux au Tome II de son Bulletin, indiquent assez tout l'intérêt qui s’at- 
tache à l'étude de la surface la plus générale doublement engendrée 
par des coniques. 

Le problème se divise en deux. 

Lorsqu'une famille de courbes algébriques décrit une surface algé- 
brique, il ya lieu de distinguer selon que par chaque point de la sur- 
face il passe une seule courbe de la famille ou selon qu'il en passe plu- 
sieurs, z par exemple. On peut dire, dans le premier cas, que la famille 
ne recouvre qu'une fois la surface ou que la famille est simple; et, dans 
le second, que la famille est multiple d'ordre n, et qu’elle recouvre n fois 
la surface. Dans ce dernier cas, en effet, si l’on fait varier le paramètre 
dont dépendent les courbes de la famille, tout point de la surface se 
trouve balayé r fois par ces courbes. 
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Nous distinguerons donc deux cas : 

1° Surfaces qui admettent au moins deux familles simples de généra- 
trices du secand degré; 

2° Surfaces recouvertes par une famille multiple de courbes du second 
degré. | 


PREMIER CAS. — Surfaces qui admettent deux ou plusieurs générations 
simples par des coniques. 


Considérons une surface S recouverte par deux familles simples de 
coniques ı et 2. Toute conique X, d’un systeme coupe nécessairement 
toute conique X, de l'autre système. Cette rencontre peut avoir lieu en 
un seul point variable avec X, et X,, ou bien en deux points variables 
avec X, et X.. 

Supposons d'abord que : 


A. La rencontre de deux coniques X,, X, de systèmes différents n'a leu 
qu'en un seul point variable avec ces coniques. 


Je m’appuierai sur la remarque suivante : 

Si l’on prend trois points fixes p, g, r sur une conique et que A soit 
le rapport anharmonique (xpgr) que forme avec ces trois points un 
quatrième point mobile æ pris sur la conique, les coordonnées x,, x, 
x,, x, du point x sont proportionnelles à des polynömes du second 
degré en À. | 

Prenons alors deux coniques X,, Y, du système ı el une conique 
variable X, du système 2; appelons x et y les points où X, coupe X, 
et Y, respectivement.-Le point a étant pris arbitrairement sur la co- 
nique X,, il ne passe par x qu’une seule conique X, (puisque le sys- 
teme 2 est simple), qui coupera Y, en un seul point variable y [puisque 
les coniques des systèmes ı et 2 ne se coupent qu’en un seul point va- 
riable (')]. 

. A un point x, pris sur X,, ne répond sur Y, qu’un seul point y, et 





(!) Rien n’ompécherait qu'elles eussent un point f£re commun, en dehors d’un point va- 
riable. 
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inversement. Les points x et y se correspondent donc homographique- 
ment. De là ce théorème : 


Quatre coniques de l’un des systèmes coupent les coniques de l’autre en 
quatre points variables dont le rapport anharmonique est constant. 


Cela posé, soient A,, B,, C, trois coniques du système 1; A,, Bg, C, 
trots coniques du système 2. Prenons un point p sur la conique A,, et 
soit À le rapport anharmonique 











à. = (p, A, Ag; A,B,, A, C.), . 


où A,A, est le point de rencontre de A, et de A,, A,B, celui de A, et 


de B,, A,C, celui de A, et de C,. Appelons de même, avec des nota- 
tions analogues, p. le rapport anharmonique 











p= (9, BiÂss AzB,A,C,), 


où gest un point pris sur la conique A,. 

Les quantités À et 4 étant données, un point p est déterminé sur A, 
et un point g sur A,, ainsi que la conique (unique) X, qui passe en p 
et la conique X, qui passe en g; les coniques X,, X, se coupent en un 
point variable unique w, dont les coordonnées homogènes x,, ©2, £3, 2, 
sont évidemment proportionnelles à des polynômes entiers en A, x, en 


sorte que 
px: = fi, 2) (¢=1, 2, 3, 4). 


Comme w est un point quelconque de la surface S, on voit déja que 
cette surface est representable sur le plan. Il s’agit maintenant de trouver 
les quatre polynömes (À, ). 

Laissons a constant; le point g est fixe, et le point w, lorsque A varie, 
décrit la conique X,, qui passe au point g. Or considérons les points 
de rencontre X, A,. X,B,, X,C, de X, avec les coniques A,, B,, C,: le 
point w, ou X, X,, forme avec eux un rapport anharmonique, que nous 
representerons par 

A (XX, Xi Az, Xi By, Xi C3). 


D'autre part, le point p, ou A,X,, forme avec les points A, Az, A,B,, 
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A,C, sur la conique A, le rapport anharmonique 
A= (A; X:, A, Ay, A, Ba, AiC,), 


et puisque, d’après un théorème précédent, les coniques X,, A,. B,, C, 
doivent couper A, et X, suivant le même rapport anharmonique, on 
voit que l’on a 
A=). 9 

Ainsi le paramètre A est le rapport anharmonique que forme le point 
variable w de la conique X, avec les trois points où cette conique ren- 
contre les coniques A,, B,, C,. D'après une remarque précédente, les 
coordonnées de w sont proportionnelles à des polynômes du second 
degré en À. 

Cela fait done voir que, pour toute valeur constante de p, les poly- 
nômes en À doivent être du second degré; de même, pour toute valeur 
de A, ils doivent être du second degré en u. On a donc la forme géné- 
rale 


SiC, 2%) = (jd? + Bb; + ec) + (as + bi + cu + (a+ Di + ci). 


Réciproquement, si l'on prend une surface dont les coordonnées 
soient proportionnelles à des polynômes en A, u de cette forme, il est 
clair que l’on obtiendra sur cette surface deux familles simples de co- 
niques en y laissant successivement constants A et pe. 

La surface ainsi obtenue est du huitième ordre; je lui attribuerai 
dans ce qui suit le symbole € et le nom de conicoide ('), qui rappelle 
sa propriété caractéristique. 

Je continue la discussion des systèmes simples, et je vais étudier 
l'hypothèse où les coniques des deux systèmes se coupent en deux 
points variables. 

Soit X, une conique du systeme 1, et x, x’ ses deux points de ren- 
contre avec la conique X, du systeme 2. Lorsque X, varie, les points x 
et x’ décrivent évidemment une involution sur la conique X,. En effet, 
x étant pris sur X,, il y a une conique X, unique qui y passe et qui va 


(1) Tout le monde s'accorde aujourd'hui a donner aux surfaces du second ordre le nom 
de guadriques, au lieu de celui de conicoides proposé par quelques auteurs: ce nom peut 
done étre appliqué aux surfaces que nous étudions ici. 
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couper une seconde fois X, en x’; donc à un point x répond un point x’, 
et réciproquement; de plus, x répond à x’ comme x’ répond à x. Ainsi 
la correspondance entre x et x’ est bien une homographie involutive. 
Il en résulte (') que la droite a’ passe par un point fixe &, du plan 
de X,. Appelons ce point &, le pôle d’involution de X,. 

Tous les plans des coniques du systeme 2 doivent passer par &,. 

Considérons alors une autre conique Y, du système ı, et son pôle 
d'involution n,; tous les plans des coniques du système 2 doivent 
passer par n,, et, par suile, si &, et n, ne coincident pas, doivent passer 
par la droite &,n,, que nous représenterons par D,. Cette droite D, 
est alors le lieu des pôles d’involution des coniques du système ı, en 
même temps que l’axe autour duquel tournent les plans des coniques du 
systeme 2. Prenons de même les pôles d’involution &,, 1, de deux co- 
niques du système 2; si &, et n, sont distincts, la droite Ë,:, que j’ap- 
pellerai D,, est le lieu des pôles d’involution des coniques 2, en même 
temps que l’axe des plans du système 1. Nous dirons alors que D, et D, 
sont deux axes d’involution. 

Maintenons l'hypothèse de l'existence de la droite D, et voyons si &, 
et 1, peuvent alors coincider. Si toutes les coniques du système a ont 
le même pôle d’involution O, tous les plans du système 2 et tous les 
plans du système ı doivent passer par ce point. La droite D, doit donc 
le contenir, puisqu'elle est l'intersection commune des plans 2. Consi- 
dérons alors une conique X,. Son pôle est situé sur D, par hypothèse; 
il est donc au point où D, coupe le plan de X,, c’est-à-dire au point O; 
car il est impossible que tous les plans du système ı passent par 
D,, étant donné que tous ceux du système 2 contiennent déjà cette 
droite. 

Donc, si les coniques d’un systeme ont un pôle d’involution fixe O, 
ce point O est aussi un pôle d’involution pour toutes les coniques de 
l’autre systeme. Deux cas seulement subsistent donc : le cas de deux 
axes d’involution (?) et le cas d’un pôle d'involution unique. 


— | en 


(1) On sait, en effet, que les droites de jonction dos couples de points correspondants 
d'une involution sur une conique passent par un point fixe. 

(?) On peul toujours supposer que les axes d’involution ne se coupent pas, car, s’ils 
avaient un point O commun, ce point serait évidemment un pôle d’involution pour les co- 
niques des deux systèmes. 
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Ceci posé, soit X, une conique quelconque du système 2, dont le 
plan &, doit passer par le point O, et soit x, la polaire du point O par 
rapport à cette conique. Je dis que la droite x, rencontre les trois 
droites a,, 5,, c,. 

En effet, le plan & coupe ces trois droites en trois points p, g, r, 
tandis qu’il coupe les coniques A,, B,, C, respectivement aux points 
(1, 0°), (m, m’), (n, 7’); ces six points /, [',m, m',n, n' sont aussi ceux 
où la conique X, coupe respectivement A,, B,,C,. Or pet O divisent 
harmoniquement le segment /’, puisque p est un point de la polaire a, 
du point O par rapport à À, ; il en résulte que le point p est aussi un 
point de la polaire x, du point O par rapport à X,, attendu que les 
points let /’ sont sur X,. De la même manière, g et sont sur la droite x. 

Si donc on prend les polaires du point O par rapport aux coniques X, 
du système 2, ces polaires x, engendrent un hyperboloide H, dont les 
trois droites a,, b,, c, sont les directrices. 

Que l’on prenne maintenant trois coniques A,, B,, C, du systeme 2 
et qu'on refasse le même raisonnement, on arrivera à la conclusion 
suivante : 


Les polaires du point O par rapport aux coniques des systèmes 1 et 2 
constituent les deux systèmes de generatrices rectilignes d’un méme hyper- 


boloide H. 


Les plans des coniques ı, par exemple, contenant chacun une gene- 
ratrice de ’hyperboloide, sont tangents à cette surface; ils enveloppent 
donc le cône du second degré I circonserit a Het qui a le point pour 
sommet. Donc : 


Les plans des coniques des deux systèmes enveloppent le même cône, a sa- 
voir le cône du second degreT', de sommet O circonscrit a U hyperboloide Hi. 


Réciproquement, prenons arbitrairement trois coniques A,, B,, C,; 
appelons O l'intersection de leurs plans, et a,, b,, c, les polaires de O 
par rapport à ces courbes. Considérons l’'hyperboloide H dont a,, b,,c, 
sont trois génératrices; puis prenons une génératrice x, du second 
système et coupons par le plan Ox, les coniques A,, B,, (, aux six 
points /, l’,m, m’; n, n’. Ces six points sont sur une même conique X,, 
dans laquelle x, est la polaire de O. Le lieu de X, est une surface S qui 
peut être évidemment engendrée de la même manière par des coni- 
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ques X, obtenues en partant de trois coniques A,, B,, C, prises parmi 
les coniques variables X,. 

Nous obtenons done ainsi une solution nouvelle de notre problème 
général. , 

Pour évaluer le degré de la surface ainsi trouvée, coupons-la par une 
droite A issue du point. Ce point ne peut appartenir à la surface, sans 
quoi toutes les coniques des deux systèmes y passeraient. Par la droite A, 
menons deux plans tangents au cone; ces deux plans tangents con- 
tiennent : l’un une conique X, etune conique X,; l’autre, de même, une 
conique Y, et une conique Y,. Soient P,, Q, et P,, Q, respectivement 
les traces de X,, X, sur la droite A; il est clair que la conique Y, vient 
couper X, en P, et Q,, et que Y, coupe X, en P, et Q,. La droite A ne 
coupe done qu'en quatre points P,, Q,, Py, Q, la surface S, qui est 
ainsi du quatrième degré. Un plan & tangent au cône T’, suivant une 
génératrice À de ce cône, coupe Ja surface suivant deux coniques X,, 
X; qui se coupent sur A en deux points où le plan = est tangent; mais 
les deux autres points d’intersection de X,, X, sont des points doubles 
de la surface qui possède ainsi un lieu de points doubles du second 
degré. Les surfaces du quatrième ordre à conique double (') consti- 
tuent done notre nouvelle solution. 

Mais ces surfaces contiennent, on le sait, dix séries de coniques qui 
s'associent en couples (1, t’), (2, 2’), (3, 3), (4, 4’), (5, 5’). Les coniques 
d'un même couple (4, 7) se coupent en deux points variables; mais les 
coniques de la famille 1, par exemple, coupent chacune en un seul point 
toutes les coniques des familles 2, 2’, 3, 3’, 4, 4’, 5, 5’. Ces surfaces 
réalisent done de quarante manières une double génération simple par 
des coniques avec rencontre en un seul point variable. Ces surfaces doi- 
vent done, à ce titre, être comprises dans notre surface du huitième 
ordre, ainsi d'ailleurs que les quadriques. Donc, .on peut déjà énoncer 
le théorème suivant : 

Siune surface admet deux ou plusieurs systèmes simples de génération 
par des coniques, cette surface est une conicoïde. 





(1) Lorsque, dans une surface du quatrième ordre admettant un lieu de points doubles 
du second degré, ce lieu se décompose en deux droites non situées dans un même plan, la 
surface est réglée et ne contient pas de coniques proprement dites. Il faut done supposer, 
comme nous le faisons ici, que le lieu des points doubles est une conique. 
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Extension au cas de courbes d’ordre supérieur unicursales. 


Bien que ce ne soit pas notre but d’étudier le cas général d’une 
surface rationnelle quelconque, je crois utile de présenter ici quelques 
remarques relatives à ce cas. M. Neether a étudié les surfaces engendrées 
par une famille de courbes unicursales et qui sont représentables sur 
un cône; il les a ramenées à des types déterminés au moyen de trans- 
formations rationnelles. Comme j’aurai occasion de le dire plus loin, 
M. Neether, dans ses belles recherches, suppose que le systeme des 
courbes génératrices est simple; supposons-le encore ici. Dans ce cas, 
si, en dehors de Ja famille de courbes unicursales, il existe une autre 
courbe unicursale, la surface est représentable point par point sur le 
plan. 

Soit, en effet, D, la courbe unicursale considérée, qui est coupée en 
chacun de ses points par une courbe C de la famille. Chaque point P 
de D, dépend rationnellement d’un paramètre A, et la courbe C qui 


passe en P également, c’est-à-dire que C a une représentation de la 
forme 


(1) pr; = ai(À)u" + b(d) prt +... 


où » est le paramètre dont dépend rationnellement chaque point de C, 
et a;, b;, ... des polynömes en À. 

Reste à savoir maintenant, question qu'on ne se pose pas toujours, 
si les équations (1), qui font répondre à tout point A, & d’un plan un 
seul point de la surface, font véritablement correspondre à chaque point 
de la surface un seul point du plan. 

Si les courbes C ne coupent D, qu'en un point, la question n’est point 
douteuse ; car par un point M de la surface ne passe qu’une courbe C, 
qui ne coupe D, qu’en un point P. Donc A et p. sont bien déterminés. 

Mais, si C coupe D, en & points de paramètres À,, Ay, ..., Ags il n’en 
est plus ainsi. | 

Néanmoins la surface est toujours représentable sur le plan. Remar- 
quons d'abord que les # points, qu’une courbe C définit sur la courbe D,, 


forment une involulion, et, par suite, leurs paramètres sont racines 
Ann. de l’Ec. Norm. 3° Serie. Tome V. — Juin 1888. 24 


186 G. KOENIGS. 


d’une équation de la forme 
9(A) —AY(A) =09, 


où + et } sont des polynömes en A du degré A. 
Ecrivons les & équations suivantes, dont le sens est évident, 


Ti = (ni) + O(A)p™'+..., 
Pa Ti = &i( ha) + bi(}.2) „= +.. Par) 


pti = A; (Ay) + (Ag) M+... «5 
faisons la somme, il viendra 


(pit pate. +) = +p" [a(Ay) + ak) +...] 
+ p”'[5,(02,) + b;(},) +.. | 


Il est clair que les fonctions symétriques qui multiplient u", u”=',... 
sont des fonctions rationnelles de A, et l’on a alors la représentation 


suivante, 
ox,=A;(A)p"+ B(A)pt'+..., 


qui établit une correspondance univoque réciproque entre les points de 
la surface et ceux du plan A, p. 

On est bien maintenant en droit de dire que la surface est représen- 
table sur le plan. 

Si l’on considère deux familles de courbes unicursales ne se coupant 
qu’en un point variable, on peut encore appliquer la propriété anhar- 
monique qui nous a servi pour les coniques et qui subsiste ici. Si alors 
les courbes génératrices sont du degré p d’un côté et du degré g de 
l’autre, on arrive à l’expression générale d’une surface de degré apg, 
représentée par les équations 


px; = + (a;hP + a, hP-1 +...) 7 


+ (bP + Dpt +...) pre! 


+ (IP Hg. ju 
+ Ch PH RP +), 
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Par exemple, la surface la plus générale réglée qui contienne une 
famille de coniques ne coupant chacune qu’une fois les génératrices 
rectilignes est une surface du quatrième ordre, dont les plans des co- 
niques osculent une cubique gauche et coupent la surface suivant une 
conique et suivant deux génératrices rectilignes (* ). 

Dans le cas d’une famille de cubiques et de droites, la surface est du 
sixième degré, du douzième pour des cubiques et des coniques, etc. 
Le cas où les courbes génératrices considérées ont plusieurs points 
variables communs est plus compliqué, il se ramène à un probleme 
sur les transformations Cremona dans le plan. 


SECOND cas. — Surfaces recouvertes plusieurs fois par une même famille 
de coniques. 


Supposons qu’une famille $ de coniques recouvre z fois une surface S. 
Par tout point P pris sur une conique A du système passent (n — 1) 
autres coniques. Donc, il existe une infinité de coniques de $ qui cou- 
pent A; donc toutes les coniques de $ coupent A, sans quoi la famille # 
serait décomposable en deux autres, les coniques d'un groupe cou- 
pant A et celles de l’autre ne la coupant pas. Donc, puisque A est quel- 
conque, deux coniques quelconques de 3 se coupent. 

Si la rencontre a lieu en deux points variables, la surface est une 
quadrique. 

En effet, trois coniques quelconques A, B, C de sont alors sur une 
même quadrique et toute conique de # coupant A, B, C en deux points 
chacune coupe cette quadrique en six points; elle est donc sur la qua- 
drique. 

Reste donc le seul cas intéressant, celui où les coniques n'ont qu’un 
point mobile commun, qu’elles aient du reste, ou non, un point fixe 
commun. 

Pour élucider la question, traitons d’abord le cas den = 2. 

Je considère une conique A de la famille et le paramètre À qui cor- 
respond anharmoniquement aux points de la conique A. Soit À le para- 


(1) Signalons en particulier uno surface réglée du cinquième ordre, dont les lignes 
asymptotiques sont des cubiques gauches. 
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représenterai par la notation ® toute surface dont la représentation est 
comprise dans ce type. Ces surfaces sont généralement des surfaces de 
Steiner, ou exceptionnellement des cubiques réglées, ou plus excep- 
tionnellement encore des quadriques ou des plans. 

On doit à M. Darboux d'avoir prouvé que ces surfaces sont les seules 
qui puissent contenir une double infinité de coniques. 

Ainsi, dans le cas de n = 2, nous trouvons les surfaces © comme 
solution de notre probleme; mais ul est évident que ces surfaces rentrent 
dans le type conicoide. 

D'ailleurs, si l’on prend arbitrairement une surface ®, une surface 
de Steiner par exemple, et si l’on considère une développable de la 
classe m, circonscrite à la surface, les plans tangents à cette dévelop- 
pable couperont chacun la surface ® suivant deux coniques; or les 
coniques ainsi définies engendrent une famille $ qui recouvre m fois 
la surface. 

Il en résulte qu'avec une surface © quelconque on peut réaliser le fait 
d’une surface recouverte par une famille de coniques un nombre de fois 
aussi grand qu'on le voudra. Le probleme de la recherche des surfaces 
qui sont recouvertes plusieurs fois (') par des coniques possède done 
déjà une infinité de solutions très effectives; reste à savoir si les sur- 
faces © les fournissent toutes. 


(1) M. Nether, dans ses belles recherches, a laissé de côté le cas où la surface est re- 
couverte plusieurs fois par la famille de courbes unicursales génératrices, ou du moins je 
n'ai pas connaissance que cette question ait été traitée dans toute sa généralité par cet 
éminent géomètre ni par d’autres. Pour montrer ici par un exemple que la question pos- 
sède des solutions qui invitent à les rechercher toutes, je prendrai la surface générale du 
huitième ordre qui a été définie dès le début. Le plan d’une conique la coupe, outre 
la conique, suivant une courbe unicursale du sixième degré; or, les plans des coniques 
d'une famille enveloppent une développable de la sixième classe. Par tout point P de la sur- 
face du huitième ordre, il passe donc six de ces plans : un contient la conique de la famille 
qui passe en P, et les cing autres contiennent cinq courbes sextiques qui se croisent en ce 
point. Ainsi, comme il y a deux familles de coniques, on peut énoncer le théorème suivant : 


Une conicoide est le lieu de deux familles de courbes planes unicursales du sirièmo 
ordre qui recouvrent chacune cinq fois la surface. 


Il est d’ailleurs bien aisé de voir qu’on peut construire sur toute surface représentable 
sur le plan autant de familles de courbes unicursales que l’on voudra qui les recouvrent 
chacune plusieurs fois; la difficulté n’existerait que si l’on voulait imposer à certaines de ces 
courbes un degré déterminé, comme nous faisons ici. 
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Traitons le cas où la surface est représentable point par point sur le 
plan. 

Soient p, g les deux variables dont dépend rationnellement chaque 
point de la surface, et soit A une conique de la famille; les n coniques 
qui se croisent au point (p,q) vont couper la conique Aen a pointsP,, 
P,, ..., P,, dont je désignerai par À,, Ag, ..., À, les paramètres. Les 
quantités A, sont racines d’une équation d’ordre z, dont les coefficients 
sont des polynömes entiers en p, q, soit 


(E) G(p,g, À) =Go(p, ga” + Gi(p, q)ar-' +...+ Ga: (p, q)À + G,(p,q)=09. 


Or attribuons à À une valeur constante, l'équation ci-dessus sera vé- 
rifiée pour tous les points (p, g) des (n — 1) coniques qui passent au 
point P de A, dont À est la valeur paramétrale. Cette équation (E), 
lorsqu'on y regarde À comme constant, représente donc ces (n — 1) 
coniques et se décompose en un produit 


G(p, 9 À) — H, (p, q) H;(p, q) vee H,-:(p, q)s 


où les H;(p, g) sont des polynömes entiers en p, g, dont les coefficients 
dépendent algébriquement, mais non rationnellement, de A; en intro- 
duisant un nouveau paramètre A, on pourra écrire 


G(p, 9 }) — K(p, 9 À, Ay) K(p, 9; À, As) eee K(p, q> À, An-1) 


où K(p,q, A, A;) est un polynôme en p, g, dont les coefficients sont 
des fonctions rationnelles de A, A,; quant à A,, Ay, ..., AÀ,_,, ce sont 


les (n — 1) racines d’une équation irréductible 
Eo A)AM—! + gi (AAP I +. Gna (ADA + Sn-1(A) = 0, 


où les g;(A) sont des polynömes entiers en A. 
Considérons les courbes, au nombre de (n —1), qui, en coordonnées 
rectilignes planes p, g, seraient représentées par les équations 


K(p,qg,4,A;)=0 [i=ı,2,...,(n—1)]; 


chacune de ces courbes est l’image de l'une des(r — 1) coniques qui se 
coupent au point P de la conique A. Les points communs a deux quel- 
conques de ces courbes ne peuvent être que des points de base ou le 
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point qui correspond au point P; ils sont dès lors communs à toutes 
ces courbes qui font ainsi partie d’un même faisceau. On pourra donc 


toujours, par un choix convenable du paramètre A, ramener ces courbes 
à la forme 
L(p, VE À) + A; M(p; 9; À) = 0, 


où L et M sont des polynömes en p, gq, À. 
Considérons maintenant deux courbes 


L(p,9; À ) + A; M(p, qs A )=0, 
L(p,q,4') +A, M(p, 7,4’) =o 


qui correspondent à deux valeurs différentes de A’; elles ne doivent se 
couper qu’en un point variable avec A, X. 
Or, soit « le degré des courbes 


L(p, qs À) + AM(p, VE À) — 0, 


où l’on a g(A)A""'"+...=o, et B le nombre des points fixes com- 
muns à toutes les courbes de cette famille; deux quelconques se cou- 
peront encore en @® — ß points variables. Il nous faut avoir ici 


B=a’-ı. 


Or des courbes de degré « qui ont un total de rencontres fixes égal à 
a(a+ 3) 
2 


il faut donc, pour la possibilité des hypothèses, que 


— 1 forment un faisceau et n’ont pas de point variable commun; 


a(a+ 3) 
—— — 


at-—I1< I, 
c'est-à-dire & © 2. Donc, il n'y a que deux cas possibles : a= 1 ou x = 2. 

Sia =1, les lignes planes représentatrices des coniques de la sur- 
face sont des droites tangentes à une courbe du plan. 

Si x = 2, ce sont des coniques qui ont trois points fixes. 

Mais alors, en prenant pour référence dans le plan le triangle formé 
par ces trois points, l'équation de ces coniques prend la forme 

A B 


— + — +C—o, 
P 9 
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I I N . 
en sorte que, en prenant =» = pour paramètres, on retrouve la forme li- 


néaire. Donc, on peut toujours supposer « = 1. 
On a alors 


L(p,q,À)+A'M(p,q9,2)=(lp+lq+l)+A(mp+mq+m"), 


où /, F, I’, m, m’, m” sont des polynömes entiers en À. 
Mais revenons aux formules 


ps =fı(p, N); 


pour avoir les points de rencontre avec le plan 


de la conique représentée par l'équation 
(lp + l'gt+ ) + A'(mp + m'q + m')=0, 
il faudra joindre à cette équation linéaire l’equation 
ZE: Ji(p,q)= 0. 


Toute courbe de ce réseau ne doit donc être coupée qu’en deux points 
par toutes les droites qui représentent les coniques, et, comme ces 
droites sont tangentes à une courbe (*), il est nécessaire que les courbes 
du réseau soient seulement du second degré. Donc les polynômes /;(p, q) 
sont du second degré en p, g, et notre surface est ainsi encore une sur- 


face D. 
(A suivre.) 


(1) Il est impossible qu’elles forment un faisceau, car alors les coniques représentées 
n'auraient plus de point variable commun et ne pourraient recouvrir plusieurs fois la sur- 
face. 


G(x) dr 
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INTRODUCTION. 


J'étudie ici les intégrales TR où G(x) représente une fonc- 
tion entière, et R(x) un polynôme. En cherchant les périodes d’une 
telle intégrale, on voit qu’on peut la décomposer en deux parties : 
l’une qui n’a pas de période et qui est immédiatement intégrable; 
l’autre qui est l'intégrale d’une différentielle algébrique. 

Apres avoir effectué cette réduction, je m'occupe de celles de ces 
intégrales qui ont seulement une ou deux périodes. Les premières con- 
duiront à la résolution des deux problèmes suivants, qui sont intime- 


ment liés l’un à l’autre : 








1° Trouver toutes les fonctions entières d’un point d'une courbe (fonc- 
tions qui n’ont de points singuliers qu'à l'infini) qu: ne s'annulent 
jamais. 


La résolution de ce probleme établit une difference entre les fonc- 
tions uniformes sur un plan et les fonctions uniformes sur une sphere 
de Riemann. Dans le premier cas, une fonction qui a un seul point sin- 
gulier et pas de zéros a son logarithme uniforme. Il n’en est pas de 
méme dans le sccond cas. 


2° Trouver tous les couples de fonctions entieres X et Y, qui satisfont a 
"equation 
X7-+ Y?—1=0, 
autrement dit, trouver toutes les transformations entières d'un cercle en 


une courbe algébrique. 
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Pour certaines courbes particulières, il peut se faire que X et Y 
soient des polynômes. Les modules de périodicité des intégrales de 
première et de troisième espèce satisfont à des relations que nous in- 
diquons. 

Nous n’avons pas étudié les transformations méromorphes du cercle 
en courbes algébriques, parce que la nature de nos intégrales ne con- 
duit pas à ce genre de transformations. Ensuite, on sait que parmi ces 
transformations il en existe une infinité qui sont algébriques. 

Le problème que nous avons traité pour un cercle peut être étudié 
de la même façon pour une courbe unicursale. 

Enfin les intégrales qui ont deux périodes permettent de trouver 
des transformations uniformes de la courbe elliptique. 


G(x) de 


Réduction de l'intégrale f = — 
VR(z) 


l. Périodes de l'intégrale 


"G(z)dx, 
f YR(x) 


Soit R(T)=(1—ax)(1—a;x)...(1 — A,,,3X) un polynôme de 
degré 2p + 2; G(x) une fonction de x; je me propose de chercher les 
diverses valeurs de l’integrale 


f (G(x) de vr) dc 
“i= 
VRG) r) 
en un point z, en supposant que l’on parte de l’origine avec la valeur 
+ 1 du radical. 


e ® “ i I 

Pour “ele formons des lacets qui vont de l’origine aux points —» 
ay 

I 


mn 9 ee 
Qs ” Anes 


ces lacets. Désignons par u, la valeur de l’intégrale obtenue en allant 
de o en x suivant un chemin déterminé. 
Les valeurs de l'intégrale, quand le chemin qui mène en x est quel- 





- Soient A,, À, ..., Aspe, les valeurs de l’intégrale suivant 
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conque, sont comprises dans l’une ou l'autre des deux séries suivantes 
Ur + m,(A;— A,) + m, (A, — A,) +. ee + Mep+i(Asp — A,), 
A,— U,+ 7,(Ay— Ay) + Ra(As— Ay) +... Mapai (Apr — Ad), 
où les m et les n sont des entiers positifs ou négatifs. 
Cette intégrale a alors, en général, (ap + 1) périodes : 


4 — Ay ~ Ai; 


Ds p-+1 — Apr Ay. 


Je montrerai d’ailleurs que ces périodes peuvent étre prises arbitrai- 
rementsi l’on choisit convenablement la fonction G(x). 

I] peut arriver aussi, dans certains cas particuliers, que ces périodes 
se réduisent a un nombre moindre. 


2. Cas où 1 ‘intégrale n'a pas de périodes. 


SI @,, We. ..+, Wop,, sont nuls, les quantités A,, A,,..., A:,,: ont 
la même valeur. Soit A cette valeur commune. Alors, en chaque point 2, 
l'intégrale ne peut prendre que deux valeurs; si x, est l’une d’elles, 
l’autre sera A — u.. 

Si l'on pose 


la fonction ¢ a en chaque point des valeurs égales et de signes con- 
traires; elle reste finie en même temps que x. De plus, vyR(:r) est 
uniforme. Donc 

vVR(x) = px), 


9, élantune fonction entière. Mais 9, doits’annuler en même temps que 
R(x); car, sans cela, ¢ serait infini pour des valeurs finies de x. Donc 


r—=yR(#)o(r) 


et 


um A +yR(ır)o(r), 


o(.c) désignant une fonction entière de x. 
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Si maintenant on différentie x par rapport à x, on trouve 

G (7) = 3 R(x) o(2) + R(z) 9'(z). 
Réciproquement, si cette relation est vérifiée, l’integrale u n’a pas de 
périodes. Le nombre A est alors donné par l’Equation 
A—=— 29(0). 
3. Réduction de l'intégrale u. 
Désignons par u, l'intégrale 
VR (x) ? 

par bris Dons +. bg, sp+5 les périodes de cette intégrale qui correspon- 
dent respectivement aux mêmes lacets que w,, w,, ..., &,,,,. Il peut 
se faire d’ailleurs que ces périodes ne soient pas toutes distinctes : c'est 


ce qui arrive si g est plus petit que p + ı. Mais cela importe peu. Dans 
tous les cas, le déterminant 


| bi: bi: see bispri 
A— bs; bas ... Dasprı 
Dip+s,1 Dyp+1,2 ... Denar, 2p+1 | 





n'est pas nul. 
En effet, s’il en était autrement, on pourrait trouver un polynôme 
F(x), de degré 2p, 


Fi.) = Ay + dx + Ar? + oe ect dep+s TP, 


f F(z) dr 
J vRır) 


n'ait pas de périodes. Par suite, on aurait l'identité 
Fz)=;R(z)o(z) + R(z) 9'(2), 


tel que l'intégrale 


+ étant un polynôme. Or cette identité est impossible, le degré du se- 
cond membre étant, quel que soit &, supérieur à 2p. 

A étant différent de zéro, on pourra déterminer A,, Ay. ..., Asp Par 
les équations 


0) = hy Dy dab... + hope Dapri,i (i=1,2,...,2P +1). 
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Alors l'intégrale 


f G(r) — Ahr hr. pere , 
VR(z) 
n’a pas de périodes; elle est égale a 
?(x)VR(z), 


> étant une fonction entière. On en déduit, pour u, la valeur 
u-htu this -+.. gpa leper + DT) VR (x) 
et, pour G(r), la relation 
(1) G(r) aye Aya + hr... + gpg ZP+ ER (2) (2) + R(x)o'(x). 
Cette décomposition de G(x) ne peut, d’après ce qui précède, être 
faite que d’une seule manière. 


4. Calcul des coefficients A et de la fonction 9. 


Faisons, en particulier, dans la formule (1), G(x)= x”; nous aurons 
l'identité | 


L™ hun + han ct... + open LP + ER (2) par) + R(x)9,(2). 


Les formules de réduction des intégrales hyperelliptiques permet- 
tent de calculer de proche en proche les éléments de cette identité. Si 


R(.c) = A,r?P +? + Ay rtPti+..., 
ona, pour les A, les formules de récurrence 


Araprırk AoL$ (2p + 2) +A] + Arapır Ar[$(2p +1) +A] +... + Aa = 0 
(¢=1,2,,...,2p+t). 


Pour les 9, on a une équation qui ne diffère de la précédente que 
par le second membre, qui est alors 2". 
Si maintenant on suppose 


G(2)=DB,2, 
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on aura les formules 


| = D An Ba, 
(2) . 


| [= In. 
0 


Pour démontrer ces relations, decomposons G(x) en deux parties, 





(!=1,2,...,2p-+1). 





G(z)=G/(x) + g(x) 


où 
g—1 


Gy(x) =» B, zx", 
0 


g(x) = Biz": 
q 


on aura, en appliquant la formule (1) à ces fonctions 


GC) = Bat paw + pa + + pape + R(x) p(x) + R(x) Ya), 
(x) YU + Var + Var +... Vp LP + ER (2) x (7) +R(r)z'(x). 


En comparant avec (1), ona 


2; — Kit Vis 
9=) +. 


D’autre part, les formules (2) sont applicables à G,, qui est un poly- 


nome; donc 
gi 
Bi =» hin B,. 
0 


q—1 
=D taBn. 
0 


Il suffira donc de montrer, pour légitimer les formules (2), que v, 
et y deviennent infiniment petits quand g croît indéfiniment. 
Or on pourra choisir g suffisamment grand pour que, à l’intérieur 
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d’une aire qui renferme tous les lacets, le module de g(x) soit moindre 
que toute quantité donnée. 
L'intégrale 
g(r)dx 
prise suivant un lacet quelconque, devient infiniment petite quand g 
croît indéfiniment. Il en est de mème des périodes, par suite des quan- 


lités v. La formule de décomposition de g(x) montre que, dans ces 
conditions, y devient infiniment petit. 


Intégrales simplement périodiques. 


l. Formation d’integrales qui n'ont qu'une période. 
La formule 
¥(.0) = A+ Age +... + ep LP + LE R'(x)o(x) + R(x)o'(x) 


montre que les deux intégrales 


f G(z) dx f Apt Agr +... + day gy tt dx 

VR(x) VR(z) 

ont les mêmes périodes. On peut donc, dans la recherche des périodes, 
raisonner sur des différentielles algébriques. 

Nous savons qu’on peut choisir À,, Ay, ..., Aspe, de façon à donner 
aux 2p + 1 périodes des valeurs arbitraires. Nous pourrons donc former 
2p +1 intégrales particulières, ayant une seule période égale à 27. 
Nous désignerons ces intégrales par v,, v,, ..., v,,,: v; est choisi de 
telle sorte que ses périodes sont 


x—O  (AZE), 
Of = 2T. 


Les intégrales ainsi formées sont linéairement indépendantes. Toute 


intégrale de la forme 
__ fF(x) dr 


V — —) 
“ VR(x) 
où F(x) est un polynôme de degré 2p au plus, est une combinaison li- 
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néaire de vs, Vas -.-, Vapss- Celles des intégrales v, dont toutes les pé- 
riodes sont des multiples de 27, sont de la forme 


V = NV: + MaVvs+. eet Moen+1%ap+is 


où les m sont des nombres entiers. 

Si le plus grand commun diviseur des nombres m est l'unité, l’inté- 
grale v n’a qu’une seule période égale à ar. C’est là la forme générale 
des intégrales qui jouissent de cette propriété. 


2. Fonctions uniformes d'un point de la courbe y? =R(x), ayant 
des points singuliers a l'infini seulement et qui ne s’'annulent jamais. 


Toute fonction uniforme sur la courbe y? = R(x), qui reste finie 
avec x, est de la forme 
p(z) + y ve), 
+ et Ÿ étant des fonctions entières. Il est clair que les fonctions 


(1) n = erY 


n'ont de points singuliers qu’à l’infini et ne s’annulent jamais. Mais ce 
ne sont pas les seules qui jouissent de ces propriétés. 
En effet, les fonctions 


(2) Ti = e-!W 


satisfont à ces deux conditions, sauf le cas où l'infini v, devient infini 
comme un logarithme. Alors, en l'un des points situés à l'infini, 7, 
aurait un zéro et, en l’autre point, un pôle; mais cela ne peut arriver 
que pour l’une au plus des 2p + 1 fonctions (2) et seulement pour des 
courbes hyperelliptiques à modules particuliers. 

Je dis maintenant que toutes les fonctions cherchées s’obtiennent en 
multipliant les fonctions (1) par les fonctions (2). En effet, soit F une 
telle fonction. Sa dérivée logarithmique est uniforme; de plus, elle ne 
peut être discontinue que pour x infini ou pour les points critiques. On 


en conclut l'équation 
Fe _ fx) +y f(x) 
F y Ÿ 


fet f, étant des fonctions entières. 
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En integrant, on aura 
LF =f fi(2)de+ f FIT 


La premiere intégrale est une fonction entière de x; la seconde est une 
de celles que nous avons étudiées. Comme toutes ces périodes doivent 
être des multiples de az, on en conclut 


f ee = o(x) VR(z) + mv + Mat. + Maps 1Vep+1) 


et, par suile, 
F = effitnde xiv mm ps Maps, 


où les mm sont des entiers positifs ou négatifs. 


3. Solutions entières de equation différentielle 
dA __Ga)dr 
Vi Xi VR(z) 


Soit X = 9(x) une fonction entière qui vérifie cette équation diffé- 
rentielle. Egalons les deux différentielles à dv, de telle sorte qu’on ait 





dX = G(r) dx 
Vi — N R(x) 





La premiere équation est résolue de la maniere la plus générale, en 


faisant 
X = cos(v-+ a); 


cos(v + a) étant une fonction uniforme de x, l'intégrale 


G(x) dr 
VR(x) 


a pour périodes des multiples de 27. 
Reciproquement, s’il en est ainsi, l'équation différentielle admet une 
solution entière. En effet, soit A la valeur de l'intégrale | 


[TE 
vv ——— 
0 VR(z) 
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prise suivant un lacet quelconque. Les valeurs de l’intégrale en un 
point æ, sont, abstraction faite de multiples de 27, 


par conséquent, 


ne possède qu’uneseule valeur en chaque point x; cette fonction reste 
finie en même temps que x. C’est une fonction entière de x 5(x). Cette 
fonction étant une solution de l'équation différentielle, on a 
12 G? 
I = TR’ 
Ro'"!=—(1— o?)G*. 


On voit, d'après cela, R n'ayant que des facteurs simples, que ı — &* est 
divisible par R et que le quotient est un carré parfait. La fonction en- 
tiere © satisfait à la relation 


- 


(1) 1— Ri 


Réciproquement, si une fonction entière 9 satisfait à l'équation (1), 
c'est une solution d’une équation différentielle de la forme 


de _G(r)dr 
Vi—gt  VR(x) 
En effet, le premier membre de cette équation se transforme, en 


vertu de (1), en 
o'(r) dx 


ya) Ra) 


Il suffit donc de montrer que 9’ contient tous les zéros de 4. Or, en 
differentiant la relation (1), on trouve 


— 299 = (Ry + 2y'R); 
mais © et Ÿ n'ont pas de zéros communs. Il en résulte que +’ est divi- 
sible par v. 
Notre méthode permet de trouver toutes les fonctions entieres qui 
satisfont à l'équation (1). 
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En effet, nous aurons déjà 2p + ı solutions particulières 9,, 92, ---» 
Gop+1 Qui correspondent respectivement aux intégrales v,, vas -- +s Vaprıo 
de telle sorte que 

o;(2) = cos(¥;— &;), 


les a; étant des constantes convenablement choisies. 
Si maintenant 9 est une solution quelconque, l'intégrale v qui lui 
correspond pourra s’écrire 


v= y(z)yR(z) + Ma Vi + MY... + Manny Vap+i 
ou encore 


V — A = 4(z) VR(z) + m, (v — 1) + I, (Ye — &s) +... + M ap (Yep+s — Lap+1) 


Dans ces conditions, le second membre prend en chaque point x des 
valeurs égales et de signes contraires, abstraction faite de multiples 
de an. La fonction &(x) est égale à cos(Y— A); on voit alors com- 
ment elle se déduit des fonctions 9; et de la fonction 


cos[y (z)YR(z)]. 


4. Transformations entières du cercle en courbe hyperelliptique. 


Si maintenant on pose 
[| X=o(z), 


(2) Y=yyle), 


a chaque point de la courbe y? = R(x) on fait correspondre un point 
du cercle X*?+ Y?— 1 = o. 
= Les formules (2) donnent une substitution entière qui transforme 
le cercle en une courbe hyperelliptique. 
On peut déduire de là des transformations un peu plus générales, 
qui sont données par les formules 


(3) X= f(z)+yJitx), 
| Y=F(r)+yF(r). 


Puisque X?+ Y? —1 doit être nul, les quatre fonctions / doivent 
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vérifier les deux relations 

(4) P+P+- Re) A+-F)—-ı=0 
(5) Jf, + FF,= 0. 


Soit maintenant 9, une fonction qui contient les zéros communs à / 
et à F; Ÿ, une autre qui contient les zéros communs à /, et F,. La re- 
lation (5) peut s’ecrire 


S Sh F F, 
In “— + — — 
9 Yi 9 u =. 
Les fonctions ae — d’une part, les fonctions ‘i, I —  d’autre art, ont 
Un P di 9: P 


les mêmes zéro. Elles ne diffèrent donc que par un facteur de la 
forme e**). On peut supposer qu’on ait fait entrer ce facteur dans 9, 
ou Ÿ,, de sorte qu’on peut écrire 


Lat, Jı__F 


bi Y u Pi 


En portant ces valeurs dans (4), on trouve 


OMIS 


Les deux parenthèses ne s’annulant pour aucune valeur de x, on pourra 
les représenter : la premiere par e*#, la seconde par es. Si alors 
on fait 


i — — e-8(2) Ty 
1 
F 
J, =+e-si)n, 


il vient 
"+-R(z)V=ı, 
T+ ri. 


Nous savons déterminer toutes les fonctions entières 9 et 4 qui satis- 
font ala premiere relation : ce sont celles qui entrent dans les substi- 
tutions (2). 
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La seconde relation montre que x et r, sont le sinus et le cosinus 
d'une même fonction entière ('). On peut donc poser 


x =sinA(æz)}, = cosi(x); 


alors la substitution prend la forme 
3! \ X= 9cosaA(r)— yw sinA(x), 
a Y=osin!(z)+yYcos!(z). 


On aurait pu arriver à ce résultat en partant des formules (3) et en 
: 5 4 dX : x 9 ’ ‘ 
exprimant que | intégrale (> prise par rapport a x, n’a qu’une pé- 
riode et reste finie avec x. | 
Remarquons maintenant que les fonctions X +zY, X — ıY sont 


analogues aux fonctions formées dans le n° 2. Ce sont des fonctions qui 
ne s’annulent pour aucune valeur finie de x. 


5. Cas ou X et Y sont des polynömes. 


D'après les formules (3’), si X et Y sont des polynömes, la fonc- 
tion A(x) est une constante, © et 4 sont des polynömes. Or on a tou- 
jours 

po +iyŸ—= ef", 
v étant une des intégrales qui ont pour périodes des multiples de ar. 

Si le premier membre est un polynôme, pour x infini, v doit être in- 
fini logarithmique; vv sera donc composé linéairement à l’aide des in- 
tégrales normales de première espèce et à l’aide de l’intégrale normale 
de troisième espèce qui est discontinue à l'infini. 

Soient u,, u,, ..., u, les premières, U la dernière; designons les 
modules de périodicité de u, par 


O, O, ..., BET, «ee, O5 Dan Durs ..., Ong; 
les modules correspondants de U par 


0, 0, ..., O, 0 B;, B,, o..j B,; 


on aura 
= + mU + my, Uy + Maly +... + mu, 





(1) On démontre, en effet, très facilement que, si sinz et cosz sont des fonctions entières 
de .z, il en est de même de u. 
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Toutes les périodes du premier membre étant des multiples de azz, 
il faut déjà que les m soient entiers; de plus, il faut que l'on ait les 


p relations 
k=p 


(1) — mB; = © mbk ((=1,2,...,P) 


ki 


le signe = indiquant que les deux membres ne peuvent différer que de 
multiples de ar. 
Ces équations ne peuvent pas être satisfaites pour 7 = 0, car alors il 
existerait une intégrale de premiere espèce ayant une seule période. 
D'autre part, si l’on a un systeme de solutions des équations (1), on 
en obtiendra une infinité en multipliant tous les m par un entier quel- 
conque. | 
Si, enfin, on a deux systèmes de solutions des équations (1), les 
inconnues m sont proportionnelles. En elfet, soient deux systèmes de 
solutions 
— m B; = im,bxr» 
— m'B;= m; bai; 
on en déduit 
= Ê(myem'— mpm) by; 


et, par suite, 
m,m'— m,m=o, k=(1,2,...,P). 


D'après cela, quand les équations (1) peuvent être vérifiées, il y a 
un système de solutions pour lequel la valeur absolue des inconnues 
est minima; toutes les autres solutions peuvent se déduire de celle-ci 
en multipliant les inconnues par un même nombre entier. 

On voit alors que, en général, X et Y ne sont pas des polynömes; 
mais si, pour une courbe donnée y? = R(x), on trouve une transfor- 
mation algébrique entière, il y en aura une infinité. 

Elles pourront toutes se déduire de l’une d’elles de la façon suivante : 
on donnera, dans les équations (1), aux inconnues leur valeur minima; 
on en déduira une transformation 


A=olr), 
Y=7yd(x); 
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on posera 
o(x) = cost, 
yYylz)=sint. 


Les transformations les plus générales qui seront formées à l’aide de 


polynômes seront 
X = cos(nt + 2), 


Y = sin(nt+ a), 


où nest un entier positif ou négatif et « une constante arbitraire. 
Ainsi, si R(æ) = ı — x?, on a la transformation évidente 


X = +, Y=y, 


d'où l’on déduit toutes les autres transformations algebriques entières. 
Si R(x) = (1 — x?) (1 — A?x?), l'intégrale 


f ax dx 

VR(r) 

où a est choisi de telle sorte que la période soit 27, conduit aux for- 
mules de transformation 





y + À ak? 
= e+ ie? 
, atk 
Y= 1— Mm 


qui permet de former toutes les autres. 


Intégrales doublement périodiques. 


1. Formation de ces intégrales. 


’ e 9° , » G(x) dr a « 
La recherche des périodes de l’intégrale | ——— se ramène à la 
P © vR(x) 
recherche des periödes de a où F(x) est un polynôme de 


degré 2p au plus; mais cette dernière est une combinaison linéaire de 
Vis Var sees Vaprie Soll donc 


v=Adı Aa... + Asp Vap+s 
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une de ces intégrales. Si v a pour périodes 2xa, arß, la valeur dev, 
prise suivant le chemin qui donne la période de v,, sera 


anr(m;ax+n;53), 
m; etn, étant entiers; d’où il résulte 


A;= m;a+ n;f 


et 
2p+1 


v = © (ma + n:B)v;. 
1 


Si maintenant on prend une intégrale de cette forme, il est facile de 
trouver sa période suivant un cycle quelconque. Un tel cycle peut être 
remplacé par une combinaison des cycles qui donnent les périodes de 
Vis Vas ces Vanes» DONC, en désignant par Ay, Ay, «++» Aypı, des entiers 
quelconques, la période de v suivant le cycle correspondant sera 


2rxÈmih;+2Tr En; 


Si les m sont proportionnels aux 2, il n’y a qu'une seule période ; 
dans le cas contraire, il y a deux périodes. 

Pour que les périodes soient réellement ara et 273, il faut que les 
nombres m etn soient tels qu’on puisse résoudre en nombres entiers les 


équations 
Zm;h; = 1, 


2 ni; = O 


et 
Zn, = 0, - 


Zn, = 1. 


2. Solutions meromorphes de l'équation différentielle 


u ax = 

VOX) EX) R(z) 
Soit X = en une solution meromorphe. Posons 
dy — dX _ G(z)dx, 


\/(1 — X*) (1 — AP X?) VRi.r) 
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Faisons décrire a la variable x un cycle quelconque. L’intégrale 


y— G(r) dec r) de 

VRG) | 
prise suivant ce cycle, est une combinaison linéaire et entière des pé- 
riodes. Mais X est revenu à sa valeur primitive; si donc 2w, w’ sont 


les périodes de 
f aX 
VONT GANT) 


[ G(x) dx 
e VR (7 ) 


2moy+ noy', 


toutes les périodes de 





seront de la forme 


m et n élant entiers. 
On a donc, d’apres ce qui précede, 


G(2)dr__ | 26) MW 
y =( "eS VRC) =y(z)R(r) +> (m: >= + À; =) vi. 


Réciproquement, s'il en est ainsi, l’&quation différentielle admet 
une solution méromorphe. 
En effet, en un point a, les valeurs de’v sont, abstraction faite de 


multiples de 2w et w’, 
vet A—vy 
Si donc 


sn(v— «)a, en chaque point x, une seule valeur. Cette fonction a pour 
pôles tous les points x pour lesquels 


N 
() 

v=z-X + — + mv + AO); 
2 . 


elle n’a de points singuliers qu'à l'infini. C'est donc une fonction mé- 
romorphe. 

R(x) élant donné, on voit que toutes les solutions cherchées se de- 
duisent d’un certain nombre d’entre elles en appliquant les formules 
de l'addition et de la multiplication des arguments des fonctions ellip- 
tiques. 
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En exprimant que / vérifie l'équation différentielle, on trouve 


Ÿ 
CP — ys _ G(r) 
(P— f/f) (y— MP) R 
Il en résulte que la fonction entière ()?— f?) (4? — 42 /*) est divi- 
sible par R et que Ic quotient est un carré parfait, de telle sorte que 
l’on a | 





(P-L) — AS) = RS. 
Reciproquement, si f et Ÿ satisfont à cette équation, f sera une 


solution de notre équation différentielle. Il suffit pour cela de montrer 
que © divise f’Ÿ — d'f. Or tout zero de & est zéro double de l'un des 
facteurs Ÿ — f, L + f, L +Æf, À — kf; maison a 
J'y f=(t+ af) (y + aff; 
par suite, tout zéro double de Ÿ + af annule f'4 — Vf. 
Si maintenant on pose 
-_ fir) r_ gr) |, 
X= a) \ 12)? 


à chaque point de la courbe’y? = R(.r), on fait correspondre un point 
de la courbe | 








Y?=(1— X?) (1 — A? X?2). 


En faisant 








on aura d'autres transformations par les formules 


X-==sn(mt+ a), 
\=cn(mt+a)dn(mt-+ a), 


où & est une constante et m unentier. 

Pour qu'il existe des transformations rationnelles algébriques, il faut 
et il suffit que l'intégrale v soit formée uniquement d’integrales de pre- 
mière espèce. (Voir à ce sujet un Mémoire de M"° de Kowalevsky, Acta 
mathematica, IV.) 


a — 
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et 3: elle vérifie de plus les deux relations 


Ti 
k 


«la, s+2iK)=e Ja(as 3), 


x 


er CR - ri ( ) (1) 
(a+ 21K’, s)=e £1 (ay 3) — x ite * /gi(s), 


dans la seconde desquelles la fonction g, (2) est la fonction entière 


TE 7: I Tsk 


a= Let pense His) 
q 


n=—x% 


admettant la periode 2K et verifiant la relation 


Tost 
K 


Ey (5+ 2K’) =e g,(3). 


On déduit facilement de ces relations l’ıdentite 
Fi (s+t—-a H(s+t¢—a—K) W(t—3) 


Yı(a, 3) (at) SE 
— Ae — 727 100 
g(3) le) H(a—s)H(a—?) 


(1) , 
où A désigne une constante indépendante de a, =, t. Cette identité ('), 
que nous avons démontrée dans un Mémoire antérieur (Annales de 
l'École Normale, 3° série, t. I, p, 153). résulte immédiatement des 
propriétés du déterminant du premier membre considéré successive- 
ment comme fonction de a, 3, £. 
Si l'on divise les deux membres de la relation (1) par (¢ — z) et si 

l'on fait tendre 2 vers s, on obtient la nouvelle relation | 


d 
/1(Q, 5) 727.105) = Eii2s—aH(23s—a— K) 
— be IF(a—:) ' 


guy (5) le 


B désignant une constante que l’on peut déterminer en multipliant les 


(1) Des identités du même genre dont le premier membre est un déterminant de fonc- 
tions Z ont été indiquées par M. Hermite (Journal de Crelle, t. 82). 
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deux membres de la relation (2) par (a — 3)? et faisant ensuite a = 3. 
Comme le produit 


d 
(a— 3)’ = Xı(a, 3) 
tend vers l’unite quand a tend vers s, on trouve ainsi 


Reig, 

— gi) (s) = Be 2K H(s— K) 
m 

en désignant par y’ la constante H’(o). Mais on a 


T si 


H(s—K)=H(s), gi(s)= ae Hi), 


d’où 


La relation (2) peut alors s’écrire 
d . 
(3) | ds (es *) 1105) _ 19 fo (25—a) 


8) le 


ou encore, en développant, 


, d dlog eg (z 
tan EEE) — y 


gi (25— a) 


So (s)H(a— >) 





Cette dernière relation montre que l’équation différentielle linéaire 
avec second membre 


du dlogg\'’(z) (25 — a) 
5 y BB NV) pia on NEY) 
(9) ds ds ” gi’ (5) H(a — >) 


a pour intégrale générale 
u=yı(la,2)+Cg"(z), 


C désignant une constante arbitraire. 
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En remplaçant g''"(z) par son expression 


Tsi 
DL H, (2), 
Vd 


on peut encore dire que l’equation 


LEE 
un 2K H,(23—a) 


n H,(s)IP(s — a) 





(6) du _, Eee Ti 


ds H, (3) | 2K 





a pour integrale generale 
Rsk 
u=y,(a, 5) + Ae?*® H,(s), 


À étant une constante arbitraire. 
La formule (4) pourrait aussi être obtenue par la décomposition 
en éléments simples de la fonction de a 


fo (23— 4) 


FO Ta)” 


qui est doublement périodique de troisième espèce et admet, dans un 
parallélogramme élémentaire, le seul pôle a = s. 


2. L’equation différentielle (4) que vérifie la fonction y,(a, =) est 
immédiatement intégrable à l’aide des méthodes élémentaires. Ecri- 


vons-la 
= | |= n fo (25—a) 


et nous serons ramenés à une quadrature. 

Le second membre de cette dernière relation est une fonction de s 
aux périodes 2K et 27K’: décomposons-le en éléments simples par la 
methode de M. Hermite, l’élément simple étant la fonction 


, dlogH(s 
Z(z) = (2), 
Nous aurons 


d ET © n -\ oO 
0) | Bie? | as —K) 22 — 0); 
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d’où, en intégrant, 


7) | BAAD, (a5) =As—K)—-As-a)+ ra), 

8 (3) 
(a) désignant une constante par rapport à 5, c’est-à-dire une fonc- 
tion de a. Cette fonction }(a) est une fonction entitre que l’on peut 
déterminer en développant les deux membres de la formule (7) en 
séries procédant suivant les puissances ascendantes de (3 — a). On 
trouve, de cette façon, 





Te T +4, nt _ 
n SIN — a— tK'). 
1—q*" K ( ’ 


La formule (7) 4 laquelle on est ainsi conduit n’est autre chose 
qu'une formule que M. Halphen a établie directement dans son Traité 
des fonctions elliptiques, pages 481 et 482, formules (45) et (46), et 
dont on pourrait par différentiation déduire l'équation (4). 


3. La méthode que nous venons de suivre pour la fonction 7,(a, =) 
permet de former une équation différentielle linéaire d’ordre m, avec 
second membre, que vérifie la fonction 7,,(a,5), m désignant un 
entier positif. 

Cette fonction est définie par la série 


n_+ = . 
MUR SI 


. ~ _ “Kh amn(n—1) a _ = a 
Jm(4, 3) = IE Ye q cot (se s—anth’); 


n=— =£ 


elle admet la période 2K par rapport à chacune des variables a et z, et 
vérifie les deux relations 


_mr:i 
/.m (a, s+ 2th’) == € R /ım(a, > ), 


\ 
mat 


=i ( m Tai 
. ‘kK? LA — h . - de TK : _ 
Am(a + ath’, 3s) =e Jm (A, &) — IK ite ) om (5) 


EM mM_yTai 


mi m. 
-F De * wre, 
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où l’on désigne par g,” (z) la fonction entière 


Rs mansi 


g/"(:)=e K > e K gmatn—1)+anV, 





V—O,1,2,... (M —1). 


Dans ce qui suit, pour simplifier l’écriture, nous laisserons de côté 
l'indice supérieur m, et nous écrirons 


8(3) 815), -.., Zm-ı(2) 


au lieu de 
Ea" (3), gi (z), ...s Ein, (5)- 


Nous avons démontré (Annales de l'École Normale, 3° série, t. 1, 
p.155) que le déterminant 


4m(B %1) Ym(B; Xe) ... tm Ps Xn+1) 

&o(%) &o( a) wee So( Smt) 
A=] g(a) E1 (a2) vee 81 (Smt) 

Em-1(%1) Em-ı(&) ee Lm—1(%m+1) 


a pour expression 
132 —ß— mK)] Ha — a;) 


mee 


(8) A—Ae™® 





(£a-Bß) j 


H(B — a) H(3 — 3)... H(B— 2m) 
A désignant une constante, La la somme a, + a, +...+a,,,, et le 
produit Il étant étendu à toutes les combinaisons des quantités «,, 


Coy cu.) a, deux à deux. | 

Si, dans cette identité (8), on remplace ß par a et si l'on fait tendre 
toutes les quantités &,, a, ..., @m4, vers une limite commune 3, après 
avoir divisé les deux membres par 


[] («-). 


U 
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on obtient la nouvelle identité 


Xm(a,3) Dxm(a,5) D’xym(a5) ... Dryn(a 5) 
&o(5) Dg, (5) D? 29(3) .... D”g0(3) 
81(3) Dg:(:) D'g;(:) ... D”g1i(3) 
(9) 7 ss Sos ous. 
Em-1(5) Dgn-ı(2) D? gm—1(5) see D” gm-ı(3) 


mx 


_ perk (ms al Hiim #)s—a—mK] 
Hi (a — 3) 


où B représente une constante et où la notation D”/ désigne la dérivée 
d'ordre n d’une fonction / par rapport Az. La constante B s’obtiendrait 
facilement en multipliant les deux membres de l'identité (9) par 
(a — 3)"*' et faisant a = s. | 

La relation (9) montre que l’équation différentielle suivante, définis- 
sant u en fonction de 5, 


du du dru 

“ ds di . ds" 

&o(s) Dg.(3) D?g,(3) ... D™g0(5) 

(10) &1(3) Dg,(5) D? 2,(5) ... Drg,(3) 
|&m-ı(5) Dem-ı(3) Dem 13) ... Drgm-ı(2) 


mTsi 


_ Be Um+tis-a)H[(m+1)z—-a— mK] 
H”+!(a— 3) 





admet, comme intégrale générale, l’expression 


U = {mas 3) + do Bo(S) + M 815) +... + Am-ı8m-ı(3) 


avec les m constantes arbitraires 


Cette équation différentielle (10) est une équation linéaire avec se- 
cond membre, dont les coefficients sont exprimables à l’aide des fonc- 
tions © et de leurs dérivées. L'intégrale générale de l'équation sans 
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second membre est 


° ho S0(5) +A Gi(5) +--+ + Am—18m-1(5)- 
En employant les méthodes connues pour former une intégrale parti- 
culiere de l’equation avec second membre, on obliendrait une expres- 
sion donnant 4„(a, 2), qui fournirait la généralisation de la formule (7). 

L’équation différentielle (9) peut aussi être obtenue par l’applica- 
tion de la méthode de décomposition en éléments simples à la fonction 
de a, , 

mT 


— fin mens H[(m + 1)5 —a—mK] 
(a) =e Hr+!(@a — 3) ? 





qui possède, dans un parallélogramme des périodes, le pôle a = z 
d'ordre (m +1). | 


Remarque. — La différentiation de l'identité (9) par rapport à a 
fournit d’autres équations différentielles auxquelles satisfont les fonc- 


tions 
Jym(as 3) dAm(as) 
da da’ 


a oe nn m — ee 
——— nn ee A eS wr me Re Oe 


SUR LA TRANSFORMATION 


FONCTIONS FUCHSIENNES, 


Par M. X. STOUFF, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE, PROFESSEUR AU LYCÉE DE GRENOBLE. 


INTRODUCTION. 


Ce travail a son origine dans les Ouvrages de M. Poincaré sur les 
fonctions fuchsiennes. Il se divise en deux Parties. La première est re- 
lative à la théorie des sous-groupes; les trois premiers paragraphes 
traitent d’une formule de correspondance entre deux surfaces de Rie- 
mann et de ses applications aux groupes fuchsiens. Le § IV a été con- 
sacré aux sous-groupes distingués, le $ V aux substitutions directes 
et inverses. En effet, outre l'intérêt qu'offrent par elles-mêmes ces 
deux questions, elles conduisent à des résultats fort utiles quand on 
étudie les opérations qui transforment un polygone en un polygone 
équivalent. Le § VI, qui commence la deuxième Partie, contient des : 
théorèmes généraux établissant une liaison entre cette Partie et la pré- 
cédente. Les §§ VII et VIII contiennent des applications de ces théo- 
remes aux genres 2 et 3. Je me suis aussi souvent aidé des propriétés 
des opérations fondamentales d’un groupe pour reconnaitre l’isomor- 
phisme de certains groupes fuchsiens et de groupes d'opérations ('). 


(1) Ouvrages à consulter : Sur les groupes des équations linéaires; M. Poincaré ( Acta 
mathematica, |. IV, p. 279 à 294): M. Goursat (These de doctorat); Klein, deux Notes 
insérées dans les -Wathemutische Annalen, t. 19 ct 20 : Ueber eindeutige Functionen mit 
lincären Transformationen in sich selbst; Walther Dyck, Ueber reguläre Riemannsche 
Flächen. Gruppentheoretische Studien. 
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Je rends compte, dans l’Introduction mème, de certaines définitions 
et propositions empruntées à la Geometrie non euclidienne (‘ ). 


Systèmes de coordonnées et variable imaginaire. — 1° Dans un premier 
système, on définit un point M du cercle fondamental par la L, de l'arc 
qui le joint à un point fixe P et par l'angle 9 de PM avec un arc fixe 
passant en P. L'élément de L a pour expression dans ce systeme 


aL? = dp? + sh*p d#*. 


Nous designerons par 2, la fonction th É ei, qui jouit des propriétés des 


fonctions imaginaires. 2° Dans un second système, on fait choix d’un 
arc de cercle Pz orthogonal au cercle fondamental; on définira un 
point M par sa distance p & Px et par la distance w à P du pied de l’arc 
mené par M perpendiculairement à Px. On a 


dL* = dp? + chip dw’; 


1—ithË 
e”. 





je désignerai par z,, la fonction imaginaire 
1 + ithe 


Systémes de deux arcs. — Lorsque deux arcs A, A’ orthogonaux au 
cercle fondamental ne se coupent pas, on peut regarder leur angle 
comme imaginaire et égal azA, A étant la L de l'arc P perpendiculaire 
à la fois à A et'à A’. Cette remarque et les remarques analogues per- 
. mettent de réunir plusieurs théorèmes sous un même énoncé. Ainsi le 
théorème : Deux triangles sont égaux quand ils ont trois angles égaux 
chacun à chacun, reste vrai quand même les angles des triangles devien- 
nent imaginaires. 

Le point C, milieu de P, est tel que tout cercle passant par € et li- 
mité à A et A’ est partagé par C en deux parties égales; nous le nom- 
merons centre des deux arcs A et A’. 

Des arcs perpendiculaires 2 un méme arc passent par un point fixe 
imaginaire. 


(1) Je n’ai considéré que les polygones de la premiere famille. 
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Des substitutions linéaires. — La forme la plus générale des substitu- 
tions qui changent en lui-même le cercle de centre o et de rayon ı est 





,_(Mm+in)3+p+ig _ as+ 68 11 nt pt HH AR ee 
"= (p—igsim in bar m? + n?— p?-- g*= ax — BB —1; 


on peut représenter simplement cette substitution par (x, ß). On a 
(a, B)(a', BY) = (aa! + BoB’, Ba'+ a8’), (a, B)-' = (ao, — B). 


Au point de vue géométrique, toute substitution peut être considérée 
comme un mouvement: une substitution hyperbolique comme une 
translation; une substitution elliptique comme une rotation d’un 
angle a. Nous appellerons axe d’une substitution hyperbolique l'arc que 
cette substitution laisse invariable, L de la substitution la distance 
constante en un point de l'axe et son transformé. 

Pour que deux substitutions hyperboliques soient les transformées 
l’une de l’autre par une substitution, il faut et il suffit qu’elles aient 
méme L. On démontre fort simplement que la condition est nécessaire. 
En la supposant réalisée, soient A el A’ les axes des deux substitutions. 
La substitution transformante doit changer A en A’. Si Z est elliptique, 
son point double devra étre situé sur le lieu des points équidistants de 
A et de A’. Si A et A’ se coupent, ce lieu se compose de deux arcs, mais 
un seul des deux convient. Dans le cas contraire, il se compose d’un 
seul arc qui convient, si les deux mouvements ne sont pas de méme 
sens, et ne convient pas dans le cas contraire. Si A et A’ se coupent et 
si Z est hyperbolique, son axe doit être perpendiculaire au lieu des 
points doubles des substitutions elliptiques transformantes. Si A et A’ 
ne se coupent pas et si les deux mouvements ne sont pas de méme sens, 
l'axe de & est perpendiculaire au lieu des points équidistants. Dans le 
cas contraire, il passe par le centre de A et de A’. 


Composition des substitutions. — Soient 2x, 2@' les L de deux sub- 
stitutions hyperboliques S et S’ dont les axes se coupent en C (ig. 1). 
Prenons, sur l’axe de S, CA = CA’ = x et sur celui de S’, CB = CB’ = 6. 
S transforme AB’ en BA’; S’ transforme BA’ en AB’; donc SS’ a pour axe 
AB’ et pour L, 2AB’= 29; SS a pour axe BA’ et pour L, 2BA’= 29. 
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En général, si une substitution hyperbolique est la résultante de deux 
autres substitutions hyperboliques, leurs axes sont les trois côtés d’un 


Fig. 1. | 


B’ 





triangle, dont les cötes ont pour longueurs «, ß, p, cela quand méme 
les angles du triangle seraient imaginaires. 


PREMIERE PARTIE. 


& I. — Formule relative à la correspondance entre deux surfaces 
de Riemann. 


Imaginons deux surfaces de Riemann S et T, respectivement de genres 
p et g. On peut supposer, sans diminuer la généralité, que ces surfaces 
ont été déformées et placées dans l’espace, de façon à n’avoir plus de 
feuillets les uns sur les autres. Toute surface du genre 2, par exemple, 
peut ainsi prendre la forme d’un anneau double. 

Faisons les hypothèses suivantes : 

1° Entre les points de ces deux surfaces existe une correspondance 
analytique, de telle sorte qu’à un point M de S répondent m points N,, 
N,, ..., N, de T, et à un point NdeTn points de S, M,, M,, ..., Mp. 

En disant que cette correspondance est analytique, j'entends qu'un 
petit domaine D, pris sur la surface S, est reproduit sur T sans que les 
angles formés par les courbes que l’on y peut tracer soient altérés, sauf 
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lorsque ce petit domaine contient certains points particuliers de la sur- 
face S. 

2° Les points N cessent d’être fonctions uniformes du point M lorsque 
M vient coincider avec un nombre fini de points de S, A,, Ag, ..., Ay. 

Soient ,, ta, ..., 4 les nombres de points N qui se réunissent en 
un seul lorsque M vient respectivement en A,, A,, ..., A,. La corres- 
pondance est telle que, si l'on considère une variable imaginaire € sur 
la surface S, s’annulant en A;(#—1,2,...,h) et infiniment petite du 
premier ordre dans le voisinage de ce point, la variable imaginaire 
jouissant sur T des mêmes propriétés dans le voisinage du point de réu- 

i 


nion se comporte comme CC", C étant une fonction de € qui n’est pas 
infiniment petite. 

Inversement, il y a, sur T, A points pour lesquels v,, v2, ..., vs 
points M se réunissent, et ces points M dans le voisinage de leurs 
points de réunion jouissent des propriétés énoncées pour les points N 
dans le voisinage de leurs points de réunion. Je les appelleB,, B,, ..., Bg. 

Recouvrons la surface T de a” feuillets formant une surface de 
Riemann T’ et telle que la connaissance d’un point N en T’ détermine 
completement le point M correspondant. Ces feuillets sont réunis cy- 
cliquement, v, à v,, va à Va, ..., Ve à v, respectivement aux points B,, 
B,, ..., By. Soit g’ le genre de la surface T’. 

Par 2p coupures K,, K,, ..., K,, partant d’un point L de la sur- 
face S et revenant au point L, je transforme S en une surface simple- 
ment connexe. Tracons de plus une coupure partant du point A, 
passant par les points A,, ..., A, et aboutissant en L. Soit (S) la 
surface ainsi modifiée. Quand le point M décrit la surface (S), le 
point N décrit une partie de la surface T’. Cette partie est un polygone 
qui a 29 + A paires de côtés conjugués, 2p paires correspondant aux 
coupures K,, K,, ..., K,, et A paires correspondant aux portions A, Ay. 
A,A,, ..., Ay-,A,, A,L de la dernière coupure. 

Permettons au point M de franchir une des coupures de la sur- 
face (S), le point N sortira du polygone précédent; et, si ensuite le 
point N décrit la surface (S), N decrira sur T’ un nouveau polygone con- 
struit comme le précédent et qui lui est adjacent. En continuant, on re- 
couvrira la surface T’ d’un réseau de m polygones semblables au premier. 
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Appliquons à ce réseau la formule d’Euler généralisée. Dans tout 
réseau de polygones recouvrant complètement une surface fermée, le 
nombre des arêtes plus 2 est la somme du nombre des polygones, du 
nombre des sommets du réseau et du double du genre de la surface. 
Le nombre des arêtes est (2p + h)m : le réseau am sommets qui sont 
les m homologues du point L. Les autres sommets du réseau corres- 
pondent tous aux points A,, Ay, ..., Az. Si les points correspondant 
à Ay, Ass ..., Ay étaient tous distincts entre eux, leur nombre se- 
rait mh. Mais p, sont réunis en un seul sommet du réseau, py en 
un autre sommet, .... Il faut done retrancher du nombre précédent 
(us — 1) + (ua —1) +... +(u,— A), ce qui donne 


mh+h— (pa pate + pa). 
On a donc 


(1) (2p+ h)m+2=m(h+2)+h—(pitpat---+ pa) +29 


Reste à caleuler le genre g de la surface T’. Ramenons, en la défor- 
mant, la surface T à une surface de Riemann étendue sur un plan, de 
maniere que les points communs a plusieurs feuillets dans la nouvelle 
surface T ne coincident pas avec les points B,, B,, ..., By. Si l’on 
n’introduisait pas cette hypothèse, la difficulté serait facile à lever. 
Mais c'est une complication inutile. 

À étant le nombre des feuilles de la surface T, w la somme des 
ordres des points singuliers de cette surface (l’ordre d’un point sin- 
gulier est le nombre des feuilles qui sont réunies eyeliquement di- 
minué d’une unité), on à 







(2) 2q=w— alt, 


Or chaque point singulier de T donne naissance à r points singu- 
liers du mème ordre sur T’; T' a encore A points singuliers dont les 
ordres sont respectivement (vy, — 1), (v;3—1}, -.., (v—1). Done la 
somme #’ des ordres de ses points singuliers est 





oo! = nw + (vi — 1) + (dat) + + (um), 





el comme le nombre des feuilles de T’ est nA, on a 


(3) at zwW—an +3 =enw— 2d) + 2 +(¥,—1) +1) ++ (an) 


EE 
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en éliminant # — 2A et 2g’ entre les équations (1), (2) et (3), ona 
la relation que je me proposais d’établir 


(2p—2)m + (u — 1) +(w—1)+...+(pn—1) 


(4) = (29 2) + (% N) + (aa) +...+ (ve — 1). 


Soit f(x, y) = o une relation algébrique caractérisant la surface de 
Riemann S; g(x', y’) = o une relation caractérisant la surface T. Six’ 
et y’ sont donnés en fonction de x et de y par des équations alge- 
briques et inversement, les conditions imposées à la correspondance 
sont remplies, et l'on a le droit d'appliquer la formule (4). 


$ II. — Interprétation de la formule précédente dans la théorie 
des fonctions fuchsiennes. 


Imaginons qu’il existe entre deux surfaces de Riemann 
f(x, y)=0, &(z',y')=0 


une correspondance algébrique où à un point de frépondent m points 
de g, et à un point de g, n points de f; supposons de plus que z, y; 
x’, ÿ puissent être exprimés en fonctions fuchsiennes d’une variable s, 
et que cette variable subisse une substitution linéaire, soit lorsque le 
point (x, y) décrit un contour fermé sur la surface /, soit lorsque 
(a’, y’) décrit un contour fermé sur g. 

L'ensemble des substitutions qui laissent à la fois x, y invariables 
forme un groupe H : celui des substitutions qui ne changent pas x’, y’ 
forme un groupe K. 

On peut trouver m--ı polygones homologues de À, par rapport 
aH,,,h,,...,h,_,, tels que les points Py, P,, P,, ..., Pa situés 
respectivement dans A,, k,, ..., Am-ı et homologues entre eux par rap- 
port à H ne soient pas homologues entre eux par rapport à K. Consi- 
dérons le polygone A, +A, +... + Am-ı et amenons P, sur un côté C, 
de hy. Soit C, le conjugué de C, dans k,; C,, C,, ..., C,_, les homo- 
logues de C, dans A, A,, ..., Am_,, Cy, C,,...,C,,_, ne sont pas homo- 
logues entre eux par rapport 4 K. Or il ne peut y avoir plus de 
m points homologues entre eux par rapport a H qui ne soient pas ho- 
mologues entre eux par rapport à K; donc, parmiC,.C,,...,C,,_,,ilya 
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un côté C; qui est homologue A C, par rapport à K. Soit C, l'homo- 
logue dans A, de C, dans hy. Il n’est pas homologue à C, par rapport 
aK; ila, parmi C,, C,, ..., C,,,, un homologue C; qui ne peut done 
coincider avec C,. En procédant ainsi, on conjuguera les côtés du poly- 
gone h,+h,+... + Am, de manière à former un polygone m, géné- 
rateur d'un groupe fuchsien M contenu à la fois dans H et K. On a entre 
les S de m,, de À, et de A, générateur de K les relations 


m=mh= nko 


Soient £ et n deux fonctions fondamentales du groupe M, entre les- 

quelles a lieu la relation 
g(E n)—0. 

A un point (Ë,n) répondent un seul point (x, y) et un seul point 
(«', y’); mais à un point (æ, y) répondent m points (2, 4), et à un point 
(x',y’) n points (E, n). 

La correspondance entre les deux surfaces de Riemann / et g résulte 
done de deux correspondances d'une nature plus simple, entre fet 9, 
get 9. Nous ne ferons plus désormais intervenir que celles-ei, ce qui 
revient à ne considérer à la fois que deux groupes fuchsiens dont 
l'un contient l'autre. 

Deux problèmes se présentent : 

1° Déterminer les sous-groupes d'un groupe fuchsien. 

On obtient les polygones générateurs des sous-groupes en réunissant 
plusieurs polygones du réseau du groupe primitif et en conjuguant 
convenablement les côtés restés libres. | 

2° Considérons un groupe fuchsien G qui dépend de paramètres 
variables. Pour quelles valeurs de ces paramètres est-il contenu dans 
un autre groupe? 

Il est intéressant de chercher quand cette circonstance se présente, 
parce que ces groupes particuliers sont plus simples que les autres et 
que le calcul des équations fuchsiennes correspondantes peut mème se 
faire algébriquement dans certains cas. Le groupe G engendre une 
équation fuchsienne 
a) $4 = o(æy)e, 


a’) U(x, y¥)=0, 
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et, si G est contenu dans un groupe I engendrant l’&quation fuchsienne 


dw 
(2) Zn rat, y')w, 
(2’) p(z’,y)=0, 


x’ et y sont des fonctions rationnelles de x et de y, mais x et y sont seu- 
lement des fonctions algébriques de x’ et de y’. Nous dirons que l'é- 
quation (1), (1) est reduetible à l'équation (2), (2). 

Soient | 
R le polygone générateur du groupe G; 
p le genre de ce groupe: 


2T np, 
— > > +++» — les sommes d’angles de ces différents cycles. 
1 2 n 


La S du polygone R est 
I I L 
(3) R=anlap-a+n- 0...) 


D'autre part, 


P étant le polygone générateur du groupe I’; 
a le genre de ce groupe; 


27, 27, ..., 27 les sommes d’angles des cycles, 

Pi Pa Mt 

(4) P=an(aw—a4/— 2 — — —=) 
m . Lu Le ese By 


Le rapport 5 etant un nombre entier N, ona 


. I I 1 PR LE _ ty. 
(5) 2p-2+n- = = nm, (20 atl wae ) 


La formule (5), malgré son aspect, n’est autre que la formule de 
correspondance établie dans le §J, appliquée au cas qui nous occupe. 
Il est instructif de démontrer l’identite des deux formules. Chacun des 
cycles de P donne naissance, dans le polygone R, a N points non homo- 
logues entre eux par rapport au groupe G, mais qui peuvent étre dis- 
tincts ou bien coincider entre eux. Deux circonstances différentes peu- 
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vent se présenter : je supposerai que la premiere est présentée par le 


cycle de P qui a pour somme d’angles 7, et le second par celui qui a 
y qui. pens Bes P q 


pour sommes d’angles =* 

1° Tous les points qui correspondent au cycle dont la somme d’angles 
est 2€ sont à l'intérieur de R. Parmi les puissances de la substitution 

1 
elliptique de période y,, qui a pour point double l’un des sommets du 
cycle, il n’ya quela substitution identique, c'est-à-dire la puissance p., 
qui appartient au groupe G. Les N points coincident done p, à pa, et 
= est un entier qui exprime le nombre de ces points qui sont distinets 
1 

entre eux. 

2° Supposons que, parmi les points qui, dans R, correspondent au 


cycle dont la somme d’angles est = il y en ait qui coineident avec les 
a 


sommets des cycles = et an et que les autres tombent dans l'intérieur 
deR. Puisque le groupe T comprend le groupe G, la substitution ellip- 
tique, qui a pour point double l’un des sommets du cycle = et pour 
période «,, est une puissance de la substitution elliptique qui a le 


même point double et pour période ps; done Be est un entier. Cet en- 
1 
an 


tier exprime combien des N points sont absorbés par le cycle —; de 
1 


même & est un entier qui exprime combien des N points sont absorbés 
A 


par le eycle =. Il reste N — er _ & points qui tombent dans l'inté- 
à 1 1 


rieur de R; ceux-ci coincident p, à pu. Done À - Er = = est un en- 
2 ty : 
tier. Cet entier exprime le nombre des points distincts situés à l’inté- 
rieur de R; le nombre total des points distincts, en y comprenant les 
ar „ar 
deux cycles a, tba? est ee Or la formule du $ I peut 
s’enoncer ainsi : la différence entre 2p — 2 et (2m — 2)N est la somme 
des nombres de points qui coincident, moins le nombre total des coin- 
eidences. La somme des nombres de points qui coincident est NZ; le 
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nombre total des coincidences est 


— +4 —— + 2 + 
Pı Pa ay As 
N N N J I 
+ — +..10-- — — — — —— + 
Mi Ms Mt ay Xe n 
On a donc 
2p—a—(20—2)N=Nt— IS À ~ Nyt t +... — A, 
Pı Pa Pı RK 0% On 


ce qui est précisément la formule (5). 

Etant donné le groupe fuchsien G le plus general de genre p et dont 
le polygone générateur possède n cycles avec a a Er x pour 
sommes d’angles, dans quels cas est-il contenu dans un autre groupe 
fuchsien? A chaque solution de cette question correspond un systeme 
d’entiers N, /, &, ,, Ras ..., By satisfaisant à l’équation (5). N, w,, 
Uo, ---, %, sont plus grands que 1; / et w sont positifs ou nuls. De plus, 
les groupes G et I’ étant fuclisiens (ni rationnels, ni elliptiques), les 
deux membres de l’équation (5) sont positifs. 

Inversement, on est conduit à chercher, pour résoudre la question, 
un systeme d’entiers satisfaisant à l’&quation (5) et aux conditions pré- 
cédentes. Lorsque l’on aura obtenu un pareil système, on construira le 
polygone fuchsien P correspondant et l’on cherchera à former par le 
groupement de P avec ses homologues un polygone R. Montrons d'abord 
que le nombre des systèmes d’entiers que l’on peut obtenir est fini. 


On a, en effet, 


en) (=f) + (8) 


Chacun des entiers p étant plus grand que 1, chacune des parenthèses 
est supérieure ou égale à +; d’ailleurs & a pour minimum o; donc le 


e Q e . a l 
premier membre est égal ou supérieur a = — 2. Comme N22, ona 


I 
Zap Hahn nn 
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Donc / n'a qu’un nombre limité de valeurs; il en est de même de &. 
Désignons par e le premier membre de l’équation (5); on peut mettre 
cette équalion sous la forme 


I I I 
+ — +..+- 2209 —2-+[, 


+ — 
Bi Ka Ut 


2» 


les valeurs que l’on peut donner à & et à / sont en nombre limité. D’ail- 
leurs & et / étant donnés, l'équation ne peut être vérifiée par des va- 


| e+l 
leurs de N, [his [Aes eee Kr surpassant toutes 39 — 23 + I! 


valeurs que l’on peut attribuer à N, %,, Kar ..., u est donc limité. 
C. Q.F. D. 


Mais le problème proposé peut être examiné de plus près. A chaque 


- Le nombre des 


27 e | e e o f} 
cycle m (ë=1,2,..., 0) correspond un certain nombre de points situés 
Î 


27 2H 2T 
—) —,---,— les sommes d’angles 
. a Ok, 


a, 2; kj 


des différents cycles de R auxquels appartiennent ces sommets; #; peut 
être nul. D’après ce que nous avons dit plus haut, &, , &,, ..., &,, sont 
N I I 


aux sommets de R. Désignons par 


. e I . 
des diviseurs de p;, et — — — — —...— — estun nombre entier. 
Ki Oy, La, Rx, 
Ainsi l’on devra satisfaire au système suivant : 
N I 1 I 
ee ah 
Hi a, Oe, Xk, 
N 1 1. t= hs, | (A, + + x divisent p,;) 
es Oi, Xe, Oh, 
(6) 1... kit kite + kr 
N 1 1 
— —-— — — — — — — hi, 
[41 a1, Xe, Ak, 


| ap—2—(20—2+/)N+n+h+h,t...+h=0. 


Les nombres «;, sont des nombres «,, &,, ..., &,, pris chacun une 
fois et une seule. 

Les nombres &, %,, fa, ..., fy appartenant à une solution du sys- 
tème (6) déterminent, avec les invariants de la relation de genre ©, 
qu’on peut prendre arbitrairement, un type fuchsien. Ce type, d’apres 
un théoreme de M. Poincaré, contient une équation fuchsienne. Le 
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groupe de cette équation est engendré par un polygone fuchsien P, et 
à P correspond une surface de Riemann de genre &, que nous suppo- 


serons placée dans l'espace. Soient M,, M,, ..., M, les points de cette 


° 2m 27 2T 
surface qui correspondent aux cycles Pr Er Recouvrons cette 
| 3 4 


surface de N feuilles, d'abord isolées les unes des autres. 

Traçons un systeme de 2m coupures rendant la surface primitive 
simplement connexe; puis une coupure allant de M, à M,, une autre de 
M, à M, ..., une de M,_, à M, et une de M, à la limite. Nous supposons 
qu’en faisant chacune de ces coupures on tranche à la fois les N feuil- 
lets placés les uns sur les autres. On aura ensuite à rejoindre les bords 
devenus libres et situés en face les uns des autres, de façon que sur M, 


il y ait un premier système de = feuillets réunis cycliquement, un 


1 


autre système de a feuillets, etc., un de Fr feuillets, et que les autres 
2: Ky 


feuillets, s’il en reste, soient réunis uw, au, et que, pour M,, ..., M, 
les choses se passent d’une manière analogue. A toute nouvelle surface 
de Riemann ainsi construite correspondra dans le cercle fondamental 
un polygone R, composé de N polygones P et engendrant un groupe 
fuchsien G satisfaisant aux conditions proposées. 

Pour donner une idée de la manière d'opérer dans les questions de 
ce genre, je traiterai le problème suivant : Étant données neuf droites 
parallèles entre elles, trouver les courbes du quatrième degré tangentes a 
huit d’entre elles et ayant quatre points coincidents à l'infini sur la neu- 
vieme. 

En prenant la neuvième droite pour axe des y et pour axe des x une 
perpendiculaire à ces huit droites, l’équation de la courbe sera du 
troisième degré en y, et elle donne naissance à une surface de Riemann 
a trois feuilles : o est commun aux trois feuilles, a,, a,, ..., a, étant 
les abscisses des huit tangentes, les points a,, @,, ..., a, sont communs 
à deux feuilles. | 

Supposons le problème résolu ; soient 1, 2, 3; 1’, 2’, 3 six demi- 
feuillets de la surface de Riemann ı sur 2, 2 sur 3, 3 sur le demi-plan 
positif des x; ı’ sur 2’, 2’ sur 3’, 3’ sur le demi-plan négatif. Une des 
valeurs de y reste pour x =a, fonction uniforme de x. Nous attache- 
rons cette valeur aux demi-feuillets 1 et 1’, de telle sorte que ces demi- 


{ 
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feuillets sont joints le long de oa, et le long de a,a, (fig. 2). Pour 
définir quelles valeurs de y sont attachées aux autres feuillets, nous 
supposerons que, lorsque x tourne dans le sens positif autour de o, 
xy parcourt successivement les demi-feuillets 1, 2’, 2, 3’, 3, 1’. Alors 
la superposition et la jonction des feuillets est partout completement 
déterminée. 

Inversement, pour déterminer les courbes du quatrième degré ré- 
pondant à la question, on placera, sur le plan des x, six demi-feuillets 
1,2,3; 17, 2’, 3. Le problème consiste à réunir leurs bords de manière 
a obtenir une surface à trois feuilles constituée comme je l'ai dit. 


Fig. 2. 
Pa 
0 4 à 


La jonction des demi-feuillets aura lieu ainsi 


1 2 3. 1 2 3. 1 2 3 

Ode, „u 3 jp"? Os pr gt 31 aa pr gr 1 

Le long de a, a, deux des demi-feuillets restent joints comme ils 

l’etaient le long de a,a,; pour les quatre autres, il y a interversion. 
On peut donc imaginer trois cas : 


1 2 3 1 2 3 ı 2 3 
9 e 
1! 2! 3! 3! 1! 2! 2! 3! 1! 


Les chiffres inférieurs forment les trois permutations paires de 
1’, 2’, 3’. Le longde a,a, les trois hypothèses admissibles sont formées 
par les trois permutations impaires. 

... Les surfaces de Riemann cherchées sont au nombre de 5°. 
Une de ces surfaces de Riemann ne définit pas complètement la 
fonction y, mais toutes les fonctions y de cette surface de Riemann 
s'expriment rationnellement par x et par l’une d’entre elles. Au con- 
traire, une fonction y d’une surface de Riemann ne peut s’exprimer 
rationnellement par x et par une fonction y d’une autre surface. 
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$ III. — Applications. 


Voici des exemples. Dans les premiers, on prend les cas speciaux 
où un groupe G est contenu dans un autre. Dans le dernier on deter- 
mine, au contraire, certains groupes contenus dans un groupe donne. 


A. 


1° On considère un quadrilatere R dont les côtés opposés sont con- 
jugués. Notons les sommets 1, 2, 3, 4 en tournant dans le sens positif. 
Ils appartiennent tous au même cycle, dont je supposerai la somme 
d’angles égale à x. 
On a ici 
P=1!; n=l, A, — 2, 


et la formule (5) du § II devient 


(1) p=N(aw—a4l— 2 — ee); 
Hi Pa Pı 
d’ailleurs, | 
< Li. 2, 
[2p+2+n a, x, 
donc 
ETES 


On troüve aisément que & est nul, et que 


l=4 ou I= 3. 


Le systeme (6) du § II s’ecrit 


(N_1_,,, —=h,, u N_n, 
(2) (Pr 2 Pa bi 
| hy+... +A, +1—(l—2)N==0. 


Pour /= 4, l'équation (1) s'écrit 


I I I I 
—+ ete — + — + — 
2N Pı Pa Ps Ma 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — Jrircer 1888. 30 


= 2, 
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où trois des u divisent N; pour y satisfaire, il faut poser, en tenant 
compte de (2), 
/ 


N=2, Pı = 4) Pı — Ps = Ps — 2. 


Le polygone correspondant peut étre mis sous la forme d’un triangle 
ABC, où A + B+C = et où les demi-côtés DA et DB, EB et EC, FC 


et FA sont conjugués ; le triangle dépend de deux paramètres comme 
le quadrilatere R. 

Le groupeG de tout quadrilatere est en effet contenu dans un groupe 
T engendré par un de ces triangles. En effet, la diagonale 13 partage R 
en deux triangles 123, 143 qui sont égaux comme ayant leurs trois 
côtés égaux chacun à chacun. En conjuguant entre eux les demi-côtés 
de ces triangles, on forme un polygone duquel dérive un groupe F 
contenant évidemment le groupe G. 

Soit maintenant /= 3, nous aurons à chercher les solutions en nom- 
bres entiers de l’équation 


Lt et u, divisant N et = — = étant entier. 
1 


On voit aisément que, lorsque deux des entiers p sont égaux entre 
eux ou lorsque l’un d’eux est égal à deux et le second double du troi- 
sième, la solution considérée peut se ramener à une autre. Il n’est né- 
cessaire de considérer que les solutions irréductibles. Nous étudierons 
spécialement les quatre suivantes : 


(a) N= 6, Mi = 12, Ba 2 Ua = 3, 
(3) N= 6, Pir À, Ha = 2, Ps = 6, 
(7) N= 10, Pr= 4, Le = 2, Us = 9, 
(à) N = 12, = 8, Us = 2, Ps = 3, 


en cherchant à former des groupes contenant non seulement G, mais 
encore T. 
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a. 


En appliquant les formules (6) du § II au groupe T, on a 
P —0; n = {4, a, = 4, La = A3 —= a, — 2, 
D — 0, N= 3, li == 12, Le = 2, Us = 3; 


nous savons déja que les sommets du quadrilatere font partie du cycle 


a7 bd a e 
— : il en est de même des sommets A, B, C du triangle; donc 


%, = 4, 


Comme, dans cette hypothèse, > — — — 0,0n a 
1 ls 


h, — QO, k, —I, 
e 9 e e e N 
u, = 3 n'est divisible par aucun des « ; donc A, = a, k, = 0; par 
3 
suite, 
k, = 3, Ay, = Ar, = As, = 2, h=—- — — — — — — = 0. 
Imaginons donc une sphère, et recouvrons-la de trois feuilles; en 
deux points de la sphère, les feuilles seront réunies trois à trois, et, 


en prenant l’image, dans le cercle fondamental, tant des trois feuilles 
que de la surface tout entière, on abtient un triangle ADBECF ( fig. 3), 


Fig. 3. 
C 


A 


formé de six triangles égaux entre eux et ayant pour angles —, -, 
12 2 


3. La réunion de deux de ces triangles forme le quadrilatere 1 234, 


où les côtés opposés sont conjugués. 
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Si le quadrilatere éprouve une rotation autour du point F égale à =, 
les substitutions qui transforment l’un dans l’autre les côtés opposés 
engendrent encore le même groupe. Il en est de même si l'on fait 
tourner le quadrilatère, soit autour de D, soit autour de E. Le groupe G 
engendré par le quadrilatère est donc un sous-groupe distingué du 
groupe I engendré par le triangle ADBECF. 

On reconnait de même que G et I sont des sous-groupes distingués 
du groupe engendré par le triangle COBE, dans lequel on suppose OB 
et OC, EB et EC conjugués. 

Occupons-nous maintenant des fonctions fuchsiennes fondamen- 
tales du quadrilatère. Le triangle OBEC est l’image du plan d’une va- 
riable x’ à laquelle nous pouvons attribuer la valeur æ au point O, la 


valeur o aux points B et C, la valeur ı au point E. a’ est une fonc- 
tion uniforme de z dont le plan a pour image le triangle ADBECF. 
Désignons-la par x. On pourra prendre x = 1 au point F, «=/ au 
point D, x = j* au point E. La fonction y = ÿx(x —1)(x —J) (x —”) 
(où 7 et J? sont les racines cubiques imaginaires de l’unité) est uni- 
forme par rapport à z, car elle ne peut offrir de ramifications que 
pour x = 0,1,7 ou’; or les valeurs de 3 qui correspondent à x =o 
sont des zeros quadruples de cette fonction, et les valeurs de 3 qui cor- 
respondent à æ = 1,7 ou,’ sont des zéros doubles respectivement des 
fonctions æ — 1, «—j, 2 —j?. yet x forment donc les deux fonc- 
tions fuchsiennes fondamentales, et le quadrilatère est l’image de la 
surface de Riemann 
y =Vx(a*—1), 


dont l'équation peut aussi se mettre sous la forme 


6 — Y(I1 — ut)[1 +(2 — 3)’ ut |. 
3. 


Des raisonnements analogues aux précédents conduisent au qua- 
drilatere figuré ici (fig. 4). Il est formé de douze triangles ayant 


our angles 7, => —- 
P 8 2° 4° 6 


On prendra pour polygone générateur du groupe I le quadrilatere 
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ABCDEF dans lequel on conjugue CB et CD, AB et ED, FA et FE. Le 
quadrilatère ABCDEF de genre o est l’image du plan d'une variable x: 


Fig. 4. 





. . I 
je prends pour valeurs de celle-ci, en C, — ;; en F, —1; en A, 1; enB, 


I . R , . 
2 k est une inconnue à déterminer. 


SE 





I+ AL 
peut offrir de ramifications que pour x =1 et x = — 


Je dis que la fonction u = \/ — = est uniforme. En effet, elle ne 
D c'est-à-dire 
aux points À et C et aux points homologues par rapport au groupe TY. 
Or les valeurs de 3 qui annulent x — ı sont des zéros quadruples de 
cette fonction, et celles qui annulent ı + Ax sont des zéros doubles. 

L'image du plan u se fait sur le quadrilatere AEA’E’ (fig. 5) dans 


Fig. 5. 





lequel on conjugue la moitié de chaque côté avec l’autre moitié. En 
effet, en deux points symétriques par rapport à B, D, F ou F’, x prend 
la même valeur. Donc u prend deux valeurs égales ou égales et de 
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signes contraires. C’est la premiere alternative qu'on doit choisir parce 
que B, D, Fet F’ ne sont ni zéros ni infinis de u. 

Retranchons de ce quadrilatere les triangles BE’F, DF’A’ en y 
ajoutant les triangles symétriques respectivement par rapport aux 
points B et D. Nous obtiendrons le polygone AF’BF’DF” EF, dans 
lequel F” A et F"E, BF’ et BF”, DF’ et DF” sont conjugués. Suppri- 
mons de ce polygone le triangle FEF” pour lui ajouter le triangle 
FAF®), nous aurons le quadrilatere F’F’F“ F”, dans lequel la moitié de 
chaque côté est conjuguée avec l’autre moitié. Or le triangle FF'BF”, 
dans lequel FF’, FF’; BF’, BF” sont conjugués, est l’image du plan 
d’une variable w; soit æ = o en F et æ — en F et F’; FF’F"F” est 
l’image d’une surface de Riemann formée de trois feuilles réunies cy- 
cliquement trois à trois aux points o et oo du plan des w : il est donc 


l'image du plan de Vw; u est une fonction linéaire de Vw; les valeurs 
de u en des points homologues des triangles FF’F”, FF’F, FFF’ 
sont donc les puissances d’une substitution linéaire de période 3. Soit 
au + 6 
du+ 
triangle FF’F” en fonction de la valeur de x au point homologue 
de FF'F. 
La substitution étant la période 3, on a 


(ad — By = ı) l'expression de la valeur de uw en un point du 


ate. 


Les valeurs de u au point F, respectivement aux points F“)F’F’F’, 


sont + 4 /——; chacune d’elles reste invariable par la substitution 
linéaire. Ainsi l’équation 
yw+ (d—a)u—B=0 
. 2 
a pour racines + Ve : donc 
1— À 


2 
i—k 





I 
a=d= =» B— 


7 — 0. 


D'autre part, le point A, comme appartenant au triangle FFF’, 
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et le point B, comme appartenant au angle FF’F’, sont homologues 
8 _ k—ı | 1, [ki ak, /k-ı, 

3 =20 = ak P=- ak ? Y= 4 ak 9 
mais f 
ı (A—ı)? _ 
ad — By =1, A+ GE 1, 





kK—14kK+1—=o k=7+4V3—=(2+V3). 
Les deux valeurs de A étant inverses, nous prendrons celle qui est 
, € 


moindre que ı, et la relation elliptique engendrée par le quadrilatere 
dont les côtés opposés sont conjugués se met sous la forme 


y=V0— 2) [1 @— 13) 2] 
Imaginons que on fasse tourner le quadrilatère autour du point F 
d’un angle égal à 


3 el dans le sens positif; le nouveau quadrilatère 
engendre deux fonctions fuchsiennes fondamentales x’, y’ liées encore 
par la relation 


'=V(1— 2) [1—(a— V8) x], 


et où a’ est donné en fonction de x par la relation 








ak 
—< 


VV EE +: 





i— x k—ı a 
iX _ reheat 
ı+ kr 





Y- 
Le quadrilatère correspondant est formé de vingt triangles ayant 
pour angles - = 7 2 


Nous considérerons encore le groupe T comme engendré par le 
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quadrilatère ABCDE (fig. 6) dans lequel on conjugue AB et ED, CB 
et CD, FA et FE. C'est l’image du plan d’une variable x, et je sup- 


poserai que cette variable prend : en C, la valeur — 3 en F, la valeur 


I . 
—ı; en A, la valeur 1; en B, la valeur E La fonction 





Fri — 
est uniforme par rapport à z. Elle se représente sur le pentagone 


Fig. 6. 





66’6”6”G'* (fig. 6), dans lequel les demi-cotés FG, FG’; AG’, AG”; 
F,G’, F,G”; C,G”, C, Gt”; CG, CG“ sont conjugués. Aux points homo- 
logues des triangles GKG’, G'KG”, G’KG”, G”KG, GY KG, u prend des 
valeurs qui sont fonctions linéaires les unes des autres. La valeur de « 
en un point du triangle G'KG” s'exprime en fonction de sa valeur en un 
au+ß au+ß 
qyu+d” yu+è 
tution linéaire de période 5; et, par conséquent, en prenant ad — By = 1, 


point homologue du triangle GKG’ par étant une substi- 








a + dest égal à 2 cos On démontre aisément que m = 1. 

Les valeurs de u, qui restent invariables par cette substitution, corres: 
pondent aux points K et GG’G’G"G"); or, K et G étant symétriques 
par rapport à B, en ces deux points x a la même valeur et, comme Bes! 
un zéro double de ka +1, u a des valeurs égales et de signes con. 
traires. On en déduit 


Pour F,u = = la fraction doit prendre la valeur zero; d'où 


= a LA 
pc 
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pour C, u — V= la fraction doit prendre la valeur og; d'où 








On déduit de là 


et l’équation ao — By = ı donne 


27 27 
(1+) cos 2€ — a VF (1 + cos 7) =o, 


et, comme 








cos Et, k—aVk (V5 +2) +1=0, 


ona 
Vk=V5 +2498 +4V5. 


En prenant la valeur de A moindre que ı, la relation elliptique 
cherchée est 


y= Va x?) — (v5 +2 — v8 + V5) 74]. 


ö. 


Le quadrilatere est forme de vingt-quatre triangles ayant pour 

Le triangle ADBECF (fig. 7), dans lequel on conjugue DA et DB, 
EB et EC, FC et FA, est l’image du plan d’une variable x. Le triangle 
BDAF, dans lequel FA et FB, DA et DB sont conjugués, peut être pris 


| rT 
ang es 8’ 7’ 


. T + I . 
pour image du plan de ——; en deux points homologues des deux 
x 


triangles BDAF, CEBF, x a des valeurs inverses. On peut choisir x de 

telle sorte qu’elle ait, au point F, la valeur --1; au point A, 1; au 

point D, :; au point E, —- z. On en conclut que le quadrilatere est 
Ann. de l'Éc. Norm. 3° Série. Tome V. — Juizcer 1888. 31 
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l’image de la surface de Riemann 
y=yı-ar, 
æ + = est réel sur tout le contour du triangle FAD; il faut, sur le con- 


tour de ce triangle, ou bien que x soit réel, ou bien que modx = 1. 
Le premier fait se présente pour le segment FA, le second pour Îles 
segments AD et DF. 


Fig. 7. 





Soit s la fonction dont le demi-plan fait l’image du triangle AGH, s est 
une fonction rationnelle de x; je suppose ques prenne, en A, la va- 
leur æ, en G, o, en H, 1; s est du sixième degré en x et l'équation 
s = > a deux racines égales à 1 et quatre à — 1; s = 0 a toutes ses ra- 
cines triples, s — 1 a pour racines +i et — 1, et ses autres racines 
sont doubles. On trouve ainsi 


_1 080-6245) 

27 (e—ı)(2 +1) 
On peut, à l’aide de cette formule, calculer les valeurs de x aux points 
Get H. 


. 3+! 
On trouve, en G, 1 


+42 





et, en H, 


Le groupe G de genre 1 est ici un sous-groupe distingué du groupe 
T engendré par le triangle ADBECF (Ag. 7); le groupe T est. lui-même 
un sous-groupe distingué du groupe I’ engendré par le triangle BDAF; 
I’ est lui-même un sous-groupe, mais non distingué du groupe I” 
engendré par le triangle GAHF, dans lequel GA et GF, HA et HF sont 
conjugués. 


Des équations fuchsiennes. 


Parlons maintenant des équations fuchsiennes, dont les groupes sont 
engendrés par les quadrilateres dont les côtés opposés sont conjugués. 
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Soient 


les valeurs de x respectivement en 


B, D, E, F. 





L’equation différentielle peut se mettre sous la forme 


(1) . Por), 





(1°) yxy =V(i— 2?)(1— ktrt), 


où l’equation (1) prise isolément est l’équation relative au groupe en- 
gendré par le triangle ADBECF. Posons 


d. 
r'= = yl(s), 
d'où 
xr” = [—(1+ k)r + 2h? 2?) 2 (s) + y I(5), 
wm [— (1+ 42)+64°?2?]y 1(5)8 + 3[—(1+ A*) e+ aki ax] i(s) (53) + y (5). 


wo , ave” — 3x"? ey: 
o(x) est, comme on sait, égal à a onen deduit 


— 2(ı+ 4) — (1-10? + kt) ac? — akt(ı+- A?) act + y? 21(3) u. 3l”(5) 


a) = TOO EM 


al(s) (zs) — 31"*(3) 
1° (3) 
symétriques par rapport à D, E, F; en effet, en de pareils points, x’ 
prend des valeurs égales et de signes contraires et y également ; donc 


La fonction prend des valeurs égales en des points 
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I(z) ne change pas, I’(s) a des valeurs égales et de signes contraires 
et I’(z) les mêmes valeurs. I(s) a un zéro simple aux points A, B, C. 

La fonction a donc en A un infini quadruple, et, comme c’est la son 
seul infini, elle prend une seule fois toute valeur dans le triangle ABC. 
C'est donc une fonction linéaire de x 


21(3) I’(z )— 31%(z) _ Mz + N 
l’(z) ES 


En exprimant que 
ax" — 3x”! 
lim | (2 — 1)? —— .— —=— 15, 
[ ) Ax'* |. | es 


on lrouve 
M + N = 3(1— &?), 


k étant quelconque; les constantes M et N ne peuvent être déterminées 
par un calcul algébrique. Mais cela est possible dans les cas parti- 


culiers signalés. Soit 
k? ——1, 


Je suppose que la variable z s’annule au centre F du quadrilatere. 
Posons 


le), yal gy — 25) Ps) — 318s) _ MPS) +N 
t=fls), =),  F(s)= ger DES 


Pour déterminer M et N, je chercherai deux expressions différentes 
de F(is), 








I 15) M+NfG), 
f(iz)= = 7) F(iz) = i—f(s ) 
D'ailleurs 
mn — FU) ' JE VS (a) — 1 ; 9(2) 
I(:)= 92)’ f'(is) = Faye ), o(iz) = =" — DE ss’ 


I(iz) =1(3), DL ae), Il'(is) =— I'(2), 
F(iz) —=— F(z), 
M+Nz __Mz+N 


— 3 
I— & ZT — 1 





av _ _ 962 +3(z+i)(a+r), 
da? 32(1— x*)? 
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2° Nous prendrons un nouvel exemple parmi les octogones dont les 
côtés opposés sont conjugués et la somme des angles égale à ar. L’oc- 


togone considéré se compose de quarante-huit triangles ayant pour 


angles 5 2 5 Il est l’image d’une surface hyperelliptique 


y=VR@), 


où R(x) est un polynôme du sixième degré. Je suppose en A, x =, 
en 0, x =0, enB, x =1. Soit u (fig. 9) une variable dont le plan a 


Fig. 9. 





pour image le triangle FFF”, dans lequel on suppose la moitié de 
chaque côté conjuguée avec l’autre moitié; u est une fonction ration- 
nelle de x du quatrième degré 
—P(), 
“U 


1° P(æ) — Q(a) est quatrième puissance parfaite ; 

2° kP(x)— Q(x) est carré parfait; 

3 Au—— 4 (‘) correspondent «=o, æ=1, et deux valeurs 
égales entre elles ; 

4° Pour u = —1, une valeur de x est infinie. 

On en déduit 


a(x—a)'—(1+k)(a?+ bx +e)? 
ak(@—a)'—(1+h)(a?+ ba+e)” 











(*) & ost le module des fonctions elliptiques engendrées par le quadrilatère FF'F’F”. 
11 a été calculé. 
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fraction qui satisfait à la premiere, à la deuxième et à la quatrième 
condition. Soit 
o— (r— a) 

x + bx+e’ 
v est une fonction fuchsienne dont le groupe est contenu dans celui 

. . I 
de u, et contient celui de x; pour u = — z va deux valeurs dont une 
correspond à x = 0, 1, l’autre à la racine double ; donc, l’une des deux 
équations 

ayk(r — a) — (t+A)(xt + br +c) —=o, 


aykkz— a” +(ı+k)(@+br+c)=o, 


a pour racines o et 1, et l’autre une racine double. On en déduit, par 
un calcul facile, 


a EEK)? 
Vk 
B. 


Considérons l’équation différentielle 


div 3 hat + A+ [a(a—9)—4A(a+n]aet+[4Aa— a(a —n]r + fa | 
de = 6 ra) 


qui a pour points singuliers o, 1, ©, a. Pour les trois premiers, la dif- 
férence des racines des équations determinantes est 3, pour le qua- 
trième +. Je suppose la constante A déterminée de façon que l'équation 


soit fuchsienne. 
On propose de déterminer une substitution rationnelle du quatrième 


degré, x = aot telle que u soit fonction uniforme du rapport de deux 


intégrales. Pour cela, il faut que « reste fonction uniforme de 5, quand 
même u cesse d'être fonction uniforme de .r. Or, les valeurs de u, pour 
lesquelles u se ramifient par rapport à x, sont données par l'équation 
du sixieme degré 
P(u)Q'(u) — Q( a) P'(u) = 0. 
Cette équation ne doit avoir que des racines simples, pour lesquelles 
x = 0, 1,20, a; ou une racine triple pour laquelle x = a. 


SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 247 


Je distinguerai quatre cas: 

ı° Toutes les valeurs de u pour x = a sont simples. 

2° À æ — a correspond une seule valeur double de u. 

3° A x — a correspondent deux valeurs doubles de u. 

4° A æ = a correspond une valeur quadruple de u. 

Dans le premier cas, les six racines de P(u) Q’(u) — Q(u)P'(u) = o 
répondent à x —0, 1, ©, et, comme à chacune des valeurs ne peuvent 
“orrespondre plus de deux de ces racines, à x = 0, 1, © correspondent 
deux valeurs doubles de u. 

En discutant les hypothèses possibles dans les trois autres cas, sans 
distinguer entre elles celles qui peuvent se ramener les unes aux autres 
par la permutation des points singuliers o, 1, ©, on obtient les résul- 
tats contenus dans le Tableau suivant. Il donne le nombre des points 
singuliers de l'équation fuchsienne dont u est la variable et la diffé- 


rence des racines des équations déterminantes relatives à ces points 
singuliers. 


Nombre Diff. des racines 
des points des equations 
x =0. rat, r=, rsa. singuliers. determinantes. 

EEE 2D 2D 2D 4S 4 4 
B....... ........ 2D . 2D 1D;2S ıD;2S 5 3=t;2=} 
Yccce eens co. aD ıD,aS ı1D;2S 2D 6 1 
D... ......... aD aD 45 aD 6 : 
Ecce cece eeecaes aD 1D;2S 48 10 6 + 
Russes. ıD; 25 ıD; 28 ıD;2S 1Q 6 ! 


S signifie une valeur simple de wu; D une double; Q une quadruple. 

Les cas y, à, €, ¢ indiquent quatre équations fuchsiennes à six points 
singuliers, et dans lesquelles les différences des racines des équations 
déterminantes sont 5. De pareilles équations fuchsiennes se rencon- 
trent, comme nous le verrons plus tard, dans l’étude des polygones 
fuchsiens du genre 2. Lorsque les six points singuliers sont pris arbi- 
trairement, l'équation fuchsienne contient trois quantités qui ne peu- 
vent être déterminées par des calculs algébriques; mais, dans ces cas, le 
nombre des constantes transcendantes diminue de deux unités. J’acheve 
les calculs pour chacun d’entre eux. 
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Y. 
Soit 

_ P(u) 
TE 


1° P(u) est carré parfait; 2° P(u) — Q(u) a une racine double; 


3° Q(u) a une racine double; 4° P(u) — aQ(u) est carré parfait. 
En posant 





P(u) _ a(u+Bu+C) 
Q(u) (u+Bu+C}—u? 





la première et la quatrième condition sont remplies. 
On a 
Q(u)= (+ Bu+C—-u)(w+Bu+C+u). 


Si les deux facteurs avaient une racine commune, celle-ci serait nulle, 
P(u) 
Qu) 
deuxième degré, hypothèse que nous écartons. Donc l’un des facteurs 
est carré parfait, ce qui donne 


ce qui entrainerait C = 0; mais alors la fonction 





se réduirait au 


(B—1)?—4C=0 ou (B-+1)?—4C =o. 


La seconde hypothèse se ramène à la premiere en changeantu en —u, 
puis B en — B; on a donc 
(B—-ı)=At. 


En exprimant la deuxieme condition, on trouve 





(B- 7=) =" 


le radical Yı — a contenant le double signe; on en déduit 





P(u) _ aut ayı—a + 16(1 — a) 


Qu) [us 1+ Via u + ER] - Br 





et, en posant, 
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les points singuliers de la nouvelle équation fuchsienne sont donnés 
par 





u —=0, u=X, 

1, ı+3e (1+.)? _ 2, dee , (t—e)? _ 

a? + “+ —— = 9, u +- TA  — 
2€ 16€ 2€ 16: 


1° P(u) est carré parfait; 2° P(u) — Q(u) est carré parfait; 3° de 
même P(u) — aQ(u) est carré parfait. On a 


les points singuliers de la nouvelle équation fuchsienne sont donnés par 
I 
= — tur -— =0. 
“=v, u=Z, u “+ Ta) ( 


Les racines des deux équations précédentes sont 


1° P(u) est carré parfait; 2° P(u) — Q(z) a une racine double; 
3° P(u) — aQ(u) est quatrième puissance parfaite 


_ a(u?— Gu +1)? 
“= (u?§— Ou +1)?—(1—a)(u +1)? 


les six points singuliers sont racines de l'équation 
u[(ut— 6u+1)?+A(u+s)'] =0, 


où A=a—1 est une quantité arbitraire. 
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EIN 


1° P(w) a une racine double; 2° P(u) — Q(u) a une racine double; 
3° Q(u) a une racine double; 4° P(u) — aQ(u) est une quatrième 
puissance parfaite. En posant 


_ a(w+ Bu+C) 
— @2+Bu+rC— w’ 


la première‘et la quatrième condition sont remplies : il faut exprimer 
la deuxième et la troisième. Si l’on pose 


«+-Bu+rC 
u* 


=o(u), 


l’équation s'écrit 
(a— rmufq{(u)-+uxz—=o; 


toute racine double annule la dérivée, qui est 
Œui(a—zx)q{(u) + 4uix +(a—r)utœ'(u), 


et, les deux premiers termes étant nuls, 


Soient \=1—aetu=r1, À; les deux équations 
(1) e— nu— pBu— pC=o 
ont chacune une racine commune avec l’&qualion 
(2) au?+ 3Bu + 4C— 0. 


En divisant le premier membre de (1) par le premier membre de (2), 
on obtient pour reste 


(9gB?§— 8C—ap)u+12BC—pB (p=—1,A), 


et les deux équations qu’on obtient en égalant cette expression a zéro 
donnent les racines de l'équation (2); en éliminant u, on trouve 


p?(16C — 4B?) + 2627 B — 144 B*C + 128C?) + 2560? = o, 
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dont les racines sont a = 1, À; donc 


27B'!— ı44B?C + 128 C*? 256 C: 


(tr) 16C — 4B? "1604 


En éliminant B entre ces deux équations, on obtient 
69120 — 28820? + 16CÀ(1+ 2) — = 0, 


équation qui donne les valeurs de C en fonction de À. 

Par ce qui précède se trouve résolue la question : chercher les groupes 
de genre zéro qui sont contenus dans le groupe de l'équation fuchsienne 
à quatre points singuliers et dont le polygone générateur est quatre 
fois plus grand que le polygone générateur du groupe de cette équation. 


§ IV. — Sous-groupes distingués. 


TuÉORÈME. — À toute substitution permutable avec le groupe G d’une 
équation fuchsienne correspond une transformation uniforme de l’equa- 
tion fuchsienne en elle-même. Reciproquement, a toute transformation 
uniforme de l'équation fuchsienne en elle-même correspond une substitu- 
tion permutable avec G. 


Soient 


Pr 
(1) En = 9(r,y}s, 


(1') firy)=o 


as+ 6B 
ys+o 
table avec G. Soient x, y; x’, y les valeurs des deux fonctions fuch- 
as+ B 
ys+o 
Faisons décrire à xy un contour fermé sur la surface de Riemann (1'), 

. . ° As + 
z subit une substitution de G, et 73 re 
z + 8 


tution par 7: 5’ Qui, par hypothèse, appartient à G; doncæ'et y re- 


prennent leurs valeurs primitives : ainsi le point analytique x’ y’ comme 


l’equation fuchsienne engendrée par G; 





la substitution permu- 


siennes fondamentales qui répondent respectivement à 2 et à 








la transformée de cette substi- 
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a5+$ 
yard" 
étant la même fonction de a’ y que: l’estde ay, peut être défini comme 
le quotient de deux intégrales partieulieres d’une équation 





fonction du point ay n'a qu'une valeur, Or f(x',y')= 0, et 


Faery KEN am 

L’equation algébrique /(x, 7) =o admet une transformation uni- 
forme en elle-même; celte transformation permute les points singuliers 
de l'équation fuchsienne, de telle sorte qu'on retombe sur la même 
équation fuchsienne. Réciproquement, supposons qu'une équation 
fuchsienne (1), (1°) admette une transformation uniforme en elle- 
même. Soient wy, xy deux points que cette transformation fait cor- 
respondre; z et s’ les points du cerele fondamental correspondant. A 
un contour fermé quelconque décrit sur /(æ, y ) =o par wy répond un 
contour fermé décrit par ay’; le domaine naturel de chaque point 2’y’ 
est conforme au domaine naturel de chaque point wy. Or z' reproduit 
le domaine naturel de chaque point + y’ comme = reproduit le domaine 
naturel de chaque point xy; done 3’ et s, considérés comme fonctions 
de xy, ont les mêmes propriétés fondamentales. Or un type fuchsien 
contient une seule équation fuchsienne; done =’ est fonction linéaire 
de sz. D'ailleurs le groupe des substitutions subies par =’ est le même 
que le groupe des substitutions subies par z. Cette substitution est done 
permutable avec G. 

Parmi toutes les représentations d’une surface de Riemann de genre 
p>ı à l'intérieur du cercle fondamental, la plus importante est celle 
où tous les cycles ont pour sommes d’angles 27 ; nous l’appellerons 
représentation naturelle de la surface. Alors, à toute transformation 
uniforme de la surface en elle-même correspond une substitution 
permutable avec G. 

On peut chercher les transformations uniformes des surfaces de 
Riemann en elles-mêmes par la formule d’Euler généralisée. Nous dis- 
tinguons deux cas : 

1° La période de la transformation est un nombre premier m. — En 
faisant la transformation m fois de suite, un point donne naissance à 
m points différents, ou il reste toujours invariable. Soit g le nombre 
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des points restant fixes. On peut partager la surface en m régions qui 
se transforment les unes dans les autres. En prenant la representation 
naturelle de la surface sur le cercle fondamental, et en exprimant que 
la S de l’image de la surface entière est m fois la S de chaque région, 
on a 


an(2p — 2) = anm(am —2+q— i), 
ao désignant le genre de chaque région. 
p étant donné et >1, cette équation n’est satisfaite que par un 
nombre limité de systemes w, g, m. Aun pareil systeme ne correspond 


pas nécessairement une transformation de la surface en elle-même. II 
27 
faudra former un polygone de genre avec g cycles ayant — pour 


sommes d’angles et chercher à grouper m de ces polygones et à con- 
juguer les côtés de l’ensemble de manière à former un polygone de 
genre p. 

Des considérations de Géométrie dans l'espace permettent souvent 
de répondre à la question d’une manière affirmative. Considérons, par 


exemple, le système 
m = 2, GD 0, Gg — 2p +2. 


Une surface de Riemann de genre p peut se mettre sous la forme 
d’une sphere plus ou moins déformée dans laquelle on aurait fait p 
trous. 


On peut disposer une pareille surface de maniere a obtenir, pour sa 


Fig. 10. 





section par le plan du Tableau la figure tracée ici (ig. 10), et a lui 
donner un axe situé dans ce plan par rapport auquel elle est syme- 
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trique. Par une rotation de 180° autour de cet axe, la surface coincide 

avec elle-même, et les ap + 2 points auxquels elle est rencontrée par 

l’axe ne changent pas. La surface est une surface hyperelliptique. 
Soit 


p=3, m = 3, D — I, q = 2. 


Imaginons la section de la surface donnée par quatre cercles dont 
trois sont intérieurs au quatrième et disposés régulièrement. La surface 
se projette dans la partie du plan intérieure (fg. 11) au grand cercle 


Fig. ıt. 


et extérieure aux trois petits : elle a deux parties, l’une antérieure, 
l’autre postérieure au plan du tableau. On peut évidemment la dis- 
poser de telle façon qu’une rotation de 120° autour d'un axe perpen- 
diculaire au plan de la figure, et qui la rencontre en deux points, la 
fasse coincider avec elle-même. 

Les trois régions s’obtiennent en faisant passer par l’axe et par les 
centres des trois petits cercles trois plans dont les intersections avec la 
surface déterminent les courbes limites. 

Soit 

p = 3, m=2, OÙ — 2, q = 0. 


Prenons deux cercles concentriques (ig. 12) et deux cercles dis- 
posés symétriquement par rapport au centre commun des deux pre- 
miers ; je suppose que l’ensemble de ces quatre cercles représente la 
section par le plan du tableau d’une surface formée de deux parties, 
l’une antérieure, l’autre postérieure au plan du tableau, qui se pro- 
jettent intérieurement au grand cercle et extérieurement aux trois 
petits. On peut faire tourner de 180° la surface autour d’un axe pas- 
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sant au centre de la figure, perpendiculaire au plan du tableau, de 
manière à l'appliquer sur elle-même. 


Fig. 12. 


2° La période de la transformation est un nombre non premier m. — 
Imaginons qu’on répète m fois cette transformation. Outre les points 
complètement invariables et les points variables à chaque transfor- 
mation, il peut y avoir des points mixtes qui restent invariables par 
une puissance Ô de la transformation. Par les 6 — 1 premières opéra- 
tions, un de ces points P donne naissance à 6 — ı autres points; le 
cieme coincide avec P, 6 est un diviseur de m. Pendant les m transfor- 


e e [3 ? m ° » 
mations, la suite des à points est parcourue ö = = fois dans le mème 


ordre. 

Prenons un point voisin de P, les ¢ — 1 premières transformations 
le changenten 6 — 1 points voisins des 6 — 1 transformés de P, la dième le 
ramene dans le voisinage de P; dans la suite des m transformations, il 


, m . .. . 
sera ramené 0’ = 5 fois dans le voisinage de P. Si nous supposons la 


surface de Riemann partagée en m régions qui se changent l’une dans 
l'autre, il y aura ©’ de ces regions aboutissant au point P, chacune par 


2T 
un angle =: 


" Soient d,, d,, ..., d, des diviseurs de m dans lesquels m peut se 
trouver une ou plusieurs fois; on est conduit à l’équation 


I I I 
(3). a(ap—2)=arm(am—a+h 7 7 re x) 


où le nombre des points qui ne sont pas complètement variables est 4, 
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et où les puissances des transformations qui les laissent invariables 


t tivement 3,2 m 
sont respective LR UE 


Pour p = 3, l'équation est satisfaite par 


m = 6, D —0, h=4, d,—d,— 6, d,—d,= 2. 


Je figure la section d’un tore (fig. 13) par le plan des parallèles 
extrémes, et, dans ce plan, je trace un axe vertical. Je fais tourner ce 


Fig. 13. 


tore successivement de 120°, puis de 240° autour de cet axe. J'obtiens 
ainsi deux nouveaux tores qui se coupent dans leur partie supérieure 
et dans leur partie inférieure. A la partie supérieure, je supprime 
toutes les parties de chaque tore qui sont intérieures & chacun des 
autres, puis je raccorde entre elles les parties qui restent. On a alors, 
a la partie supérieure, une surface formée de six tuyaux divergents à 
partir d’un noyau commun. A la partie inferieure, je laisse les trois 
nappes indépendantes les unes des autres, sans qu’on puisse, bien 
qu’elles se coupent, passer de l’une sur l’autre aux points communs. 
On obtient ainsi une surface qu’on peut ramener par une déformation 
continue à une sphère percée de trois trous et qui est par conséquent 
de genre 3. Si l’on fait tourner cette surface autour de l’axe vertical de 


=» elle revient s'appliquer sur elle-même. Mais les deux points où 


axe de rotation la rencontre dans sa partie supérieure ne changent 
pas. Chacun des trois tores vient s’appliquer sur le suivant. Par suite, 
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les trois points où l’axe vertical rencontre les trois tores dans la partie 
inférieure de la figure et sur le plus petit parallèle se permutent cycli- 
quement. (Ces trois points, quoique occupant la même place dans 
l’espace, sont différents au point de vue de la géométrie de situation.) 
Donc, quand on aura fait trois fois la rotation, ils reviendront à leurs 
positions primitives; il en est de même des trois points situés à la 
partie inférieure, sur l’axe, et sur le plus grand parallèle. 

Les six régions sont limitées par trois plans bissecteurs des dièdres 
formés par les plans des parallèles extrêmes. 

L'existence de cette transformation sera mise en évidence en prenant 
pour polygone générateur du groupe de genre 3 un polygone de dix- 
huit côtés A,B,C, A,B,C, A,B,C, A,B,C, A,B,C; A,B,C, (fig. 14), 


Fig. 14. 


A, C, B, 





dans lequel A,B, et A,C,, A,B, et A,C,, A,B, et A,C;, ..., AB, 
et A,C, sont conjugués; d'autre part, B,C, est conjugué avec C,B,, 
B,C, avec C,B,, B,C, avec C,B,. Il y a quatre cycles dont trois formés 
respectivement par B,C,B,C,, B,C,B,C,, B,C,B,C,, et un formé par 
A, A,A,;A,A; Ag. 

Pour déterminer les cas où un groupe G est contenu comme sous- 
groupe distingué dans un groupe, on fera encore usage des équations 
(6) du § II; seulement, il faudra que sur une surface de genre p existent 
des transformations uniformes de périodes u,, Ya, ..., By. On est ainsi 
conduit à des systèmes de nombres qu'il faut essayer. 

Je suppose que le groupe G donné soit le groupe de la représen- 
tation naturelle d'une surface de genre 3. Les formules (6) du § II 
deviennent alors 


N], LS N y, eee) N_n 
By Pa Ps Bi 
4—(amo—2+/)N+4,+4,4+...+h,=0. 
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Or ce systeme admet la solution suivante : 
[= 4, Py = ps = 3, La = Pp, = 2, D —0, N — 12. 
Plaçons aux sommets d’un tétraèdre régulier quatre boules solides 
et relions-les entre elles par des triangles au nombre de six (ig. 15). 


Fig. 15. 


La surface du corps ainsi formé est de genre 3. Elle coincide avec elle- 
même quand on la fait tourner, soit autour des quatre hauteurs du 
tétraèdre, soit autour des droites qui joignent les milieux des arêtes 


opposées. 
Fig. 16. 





: H A, B 3 


On met en évidence les transformations en prenant pour polygone 
générateur du groupe G de la représentation naturelle de la surface 
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(fig. 16) un polygone de vingt-quatre côtés : 


_ A,B,C, D,E,F,G,H, A,B,C, D, E, F, G, I, A,B,C, D; EF, G3l. 


A,B, et A,H,, A,B, et A,H,, A,B, et A,H, sont conjugués; B,C, et 
D,E,, G,H, et F,E, sont conjugués, et les choses se passent de la 
même façon dans les deux autres parties de la surface; G,F, et C,D,, 
G,F, et C,D,, G,F, et C, D, sont conjugués. 

Il v a sept cycles: A,A,A,, B,E,H,, B,E,H,, B,E,H,, G,F,C,D,, 
G,F,C,D,, G,F,C,D, ; la somme des angles de chacun de ces cycles 
est égale à 27 ('). 


Autre exemple. — Formons une file de r polygones P de 4p côtés 
avec côtés opposés conjugués, en réunissant chacun d’eux au suivant, 
toujours suivant une même paire de côtés conjugués. Le polygone 
total n’est plus limité que par deux côtés de cette paire qui sont forcé- 
ment conjugués entre eux. Nous laisserons les autres côtés conjugués 
dans le polygone total comme ils le sont dans chacun des x polygones 
pris isolément. Soit R le polygone de (4p—2)n +2 côtés ainsi 
formé. Les sommets donnent n cycles (dans la fig. 17), le cycle 


Fig. 17. 
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ABCDEF en est un), dont la summe d’angles est égale à celle du cycle 
formé par les sommets du polygone de 4p côtés. Le groupe G en- 
gendré par le polygone R est un sous-groupe distingué du groupe 


(1) Les deux fonctions fuchsiennes fondamentales peuvent se représenter en fonction 
(¢ — aj) (¢—1) (¢—a*) (t—3) 


d'un paramètre arbitraire ¢ par z= (t—a)(t—J)’ = G—a)(—ÿ) 


où = 1. 
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engendré par les polygones P. Une seule des substitutions qui réunis- 
sent les côtés opposés de P ne figure pas dans G, soit Z; Z” appartient 
a G. Soit u(z) une quelconque des fonctions fuchsiennes engendrées 
par le groupe G ; soit / une racine d’ordre n de l'unité et 


f(s) = u(s) +su(sd) +j'u(sE)+...+/jt-tu(sËr-1), 


On à 
(st) =u(s2) +ju(s2?)+...+j""t!u(zir); 


mais, u(532”) = u(s), puisque &” appartient au groupe G. Donc 
S32)=j""f(2). 


Donc [/(3)]” est une des fonctions fuchsiennes engendrées par le 
polygone P et s’exprime rationnellement au moyen des deux fonctions 
fondamentales de ce polygone. En prenant pour 7 successivement les 
n racines niemes de l'unité, on aura x fonctions f(s), dont la somme est 
nu(s); u(s) s'exprime donc par des radicaux d'ordre rn au moyen des 
deux fonctions fondamentales du polygone p. 

Pour une valeur donnée de m, un groupe fuchsien G engendre un 
nombre fini de fonctions linéairement indépendantes 


8,.(2), (h=1, 2, ..., K), 


sans discontinuités dans le cercle fondamental et telles que, 


étant une substitution quelconque du groupe G, 
6,(:2;) = (vis + 3;)?" O,(2); 
ce sont les fonctions thétafuchsiennes de deuxieme espece. 


, . msn 
THEOREME. — Sotent o = TE 





une substitution linéaire permutable 


avec le groupe G et 


8,(30), 


Py I 
LS = sym 


Q,(5) est une fonction thétafuchsienne de deuxième espèce. 
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En effet, ©,(z) n’est pas discontinu dans le cercle fondamental. 
D’autre part, 


8,(33,)= 8,(3%,0); 


I 
[p(s2,) +9)" 
or 3,06 = ok,, 


, (Yı3 + 0,)?" 
0,(32;) = 06, (:02;). 
gr ph gaie ee) 

Or (pa; + gy:)5 + pß; + 74; est la determination de la substitution 
X;0;; il est égal au dénominateur de la substitution 0%, qui est 


(„m-+6,p)2=+Yın+6,9; 
d’autre part, 
m+d;p)s+yjn+6;q]*",, 
@n(z03)) = [yy(29) + 8)" Oy(20) = KU PIETY A IT" an, 


et, par suite, 
8,(32,)=(yi3 + à)", (3). 


Puisque 0,(z) est une fonction thétafuchsienne de seconde espèce, 
elle s'exprime lineairement et d'une manière homogène au moyen 
des fonctions 6,(3), ©,(3), ..., 0,(z). On a donc 


8,(30)= > Ain 9)( 5) (ps + q)*", (!=ı, 2,..., K), 
I 


les A,, étant des coefficients constants. 


THEOREME. — Toute surface hyperelliptique de genre p peut se repre- 
senter conformément sur un polygone de 4p côtés dans lequel les côtés 
opposés sont conjugués et les axes des substitutions concourent en un 
même point. Reciproquement, st, dans un polygone de 4p côtes, les côtes 
opposes sont conjugués et les axes des substitutions concourent en un 
point, ce polygone est l’image d'une surface hyperelliptique de genre p. 

Soit 

y=zv(z—a)(e —b)(2 — cı)...(2— Cp) 
une relation hyperelliptique de genre p. Formons une équation fuch- 


sienne de genre o ayant pour points singuliers a, b,c,, ..., Cgp, la 
différence des racines de l’équation déterminante étant, pour æ =a, 
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J ° . . 
=.’ et pour les autres points singuliers ;. Tragons des coupures allant 


deaàb,c,, ..., cs, (fig. 18). Le rapport de deux intégrales de l’équa- 
tion fuchsienne devient fraction uniforme de x dans le plan x modifié 


par ces coupures. 
Fig. 18. 


L'image de ce plan sur le cercle fondamental est limitée par 2p + 1 
arcs symétriques par rapport aux points B, C,, C,, ..., C,, qui corres- 
pondent aux points b, c,, Ca, ..., Ca). On peut les remplacer par des 
ars de cercle orthogonaux au cercle fondamental en ajoutant et en re- 
tranchant du polygone des parties homologues entre elles. On obtient 
ainsi le polygone A,C,A,C,;...4,,C,A2p+1B (fig: 19), dans lequel la 


Fig. 19. 





moitié de chaque côté est conjuguée de l’autre moitié. Construisons le 
symétrique de ce polygone par rapport à B. Nous obtenons un poly- 
gone total de 4p côtés, dans lequel nous cunjuguerons les côtés op- 
posés ; x admet le groupe engendré par ce polygone. La fonction y est 
uniforme par rapport à 3. En deux points symétriques par rapport à B 
ou aux points C,, ..., C,,, x reprend la même valeur, donc y reprend 
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des valeurs égales ou de signes contraires. Or, B, C,, C,, ..., C,, sont 
des zéros simples de y ; donc les deux valeurs de y sont de signes con- 
traires. La substitution qui conjugue A,A, et A,,,.Aep., est le pro- 
duit d’une rotation de 180° autour de C, par une rotation de 180° 
autour de B. Donc, en deux points correspondants de ces deux côtés, 
y reprend la même valeur. C’est une fonction du polygone total et la 
surface hyperelliptique se représente conformément sur ce polygone. 

La substitution A, A,in AÀ,,,2A2»+, est le produit d’une rotation de 
x autour de C, par une rotation der autour de B ; par suite, elle trans- 
forme évidemment en lui-même l’arc BC, et a cet arc pour axe. Ainsi 
les axes concourent en B. 

Pour démontrer la réciproque, désignons par B le point de con- 
cours des axes. Les substitutions peuvent être considérées comme les 
produits de rotations de x autour de certains points C,, C,, ..., C,, 
situés sur leurs axes respectifs par une rotation de x autour de B. On 


oe ® ’ 22T LA 
démontre aisément que — étant la somme des angles du polygone, le 


produit de ces rotations dans l’ordre B, C,, C,,..., C,, est elliptique 
et de période 27. Le polygone peut se décomposer en deux polygones 
de genre o, qui sont chacun l’image du plan d’une variable x; il est 
lui-même l’image d’une surface hyperelliptique y = YP(x). 
THÉORÈME. — Si, dans un octogone, les côtes opposes sont conjugués et 


la somme des angles égale à 27, les axes des substitutions concourent en 
un méme point. 


Je note, par des chiffres, les angles de l’octogone (fg. 20), de façon 


Fig. 20. 


que, si l’on considère un sommet du réseau engendré par cet octogone, 
en tournant autour de ce sommet dans le sens positif, on rencontre 
ces chiffres dans l'ordre de grandeur croissante. En parcourant le con- 
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tour de l’octogone dans le sens positif, les chiffres croissent de trois 
unités, mod. 8. Soit | 


S=ı4in 85, S’=47in 38, S’= 72 in 63, S* — 25 in 16, 
ona 
SS’-15759-15-18'57-15”7— ı, 
SS'-1S"S7-1— SY-1S"S/-15 — &. 
Les substitutions SS’-', S’-'S ont une même L, 2a; S’S”"-', S”-1S7 
une même L, 2ß. Soit 2p la L de Z; les axes de SS’-', S’S”-', = et de 


S'-15, S"—'S”, Z appartiennent respectivement à deux triangles CAD, 
EBF (fig. 21) dont les côtés sont «, B, p et qui, par conséquent, sont 


Fig. 21. 





égaux entre eux, les angles de ces triangles peuvent être réels, c’est 
le cas de la figure, ou imaginaires. Deux cas peuvent se présenter : 
1° Supposons AD et EB placés de côtés différents de l’axe EFCD de 2. 
Le milieu M de ED est aussi le milieu de FC, et, à cause de l'égalité 
des angles (réels ou imaginaires) ADC, FEB; ACD, BFE (fig. 22), il 


Fig. 22. 
A 


E 


est le centre des deux systèmes (AD, BE), (CA, EF). Mais, comme S et 
S’ transforment SS’-' en S’-'S, leurs axes passent par le point M, pour 
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la mème raison les axes de S” et de S” y passent aussi; 2° AD et EB 
sont du même côté de EFCD. Si, par M, on mène un arc perpendi- 
culaire à FC, les axesdeS'-!S,SS'-!, S’-'S", S”S’-' sont respectivement 
symétriques par rapport à cet arc, les axes de S, S’, S”, S” sont tous 
perpendiculaires à cet arc el-concourent, par conséquent, en un même 
point imaginaire. 

Nous rejetterons le second système de substitutions dont les para- 
mètres forment une multiplicité complètement séparée de celle que 
forment les paramètres du premier système, et nous ne considérerons 
que des substitutions dont les axes concourent en un point réel ('). 


Relations entre les L des substitutions S, S',S", S” et les angles des ares 
entre eux. — Soient 2A, 2X, 2A”, 2A” les L deS, S’, S”, S”. Prenons le 
point de concours pour centre du cercle fondamental. Soient 8 l’angle 
des axes de Set de S’; 3’, 8”, 8” ceux des axes de S’ et de S”, deS” et de 
S”, de S’et de S-'. Les quatre substitutions peuvent être exprimées par 


(ch?,sh?), (ehX,sh}'e8), [ch?’,sh2eñ#+#], [ch?”, she 848 +8" 7, 


soit 
D+p'+p +5" =z. 


En exprimant que 


on trouve 


th2.thà'sinf + tha’ tha” sin3’+ tha’ tha” sin 3’ + tha tha” sin” 
—thdthd’tha’ thd” sin(34+-3”)— th? th?’ sin(3 +3')— tha’ th 2” sin (3' +5") =o. 
THÉORÈME. — À toute transformation uniforme en elle-même d'une re- 


lation hyperelliptique de genre p > 1 correspond. une substitution linéaire 
sur X. 


Soit a 
y =VP(.2) 





(1) Pour construire quatre substitutions du deuxième systeme, on formera un hexa- 
gone ABCDEF dans lequel A+ C+ E = B + D + F. Soient Ti, Te, Ts, Ty, Ts. Te quatre 
substitutions linéaires inverses, avant pour lignes de points doubles des arcs perpendicu- 
laires au milieu de AB, BC, CD, DE, EF, FA; on posera 


S = T, Ts. S'— T.Ts. ST = T3Ts, S" = T,7:. 
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la relation considérée. Il y a, pour m= ı, p fonctions thétafuchsiennes 
de deuxième espèce 


dc „de pp IE 
ds “ds | ds 


‚Pir) vP(r) VP(r) 








Si G est le groupe de la représentation naturelle de la surface, il existe 


une substitution s = EE permutable avec G. Soient 
(Mm3+n 
msn dx; u p>s+q 1 
nal ) DS x 7. AS 12° 
pP3+9 ds ale? (p3 +4) 
P>+49 


D'après le théorème donné plus haut sur les fonctions thetafuch- 


siennes 
uh dr, 


ds _ Qt) 
vPın)  VP(x) 





(A—O,...,p—1), 


Q, (x) étant un polynôme entier en x de degré p — 1; donc 


ry On) . 
Q:(r) 

Ainsi x, est rationnel en. x. Inversement, x estrationnel enr, : donc 
x, et x sont des fonctions linéaires l’une de l’autre. 

La recherche des cas où un groupe hyperelliptique est sous-groupe 
distingué se ramène donc à l'étude des groupes finis. Les solutions 
répondent aux cas où les racines de P(x) sont les sommets d'un po- 
lyedre régulier, d’un polygone régulier, d’une pyramide régulière ou 
d'une double pyramide régulière. 

Dans le cas des polyèdres réguliers, l’équation fuchsienne est de la 
forme 





dv dir) —— 

de Pap? NPC), 

où l’équation P( a) = o représente les sommets du polyedre. 
TuÉoORÈME. — L'équation Q(x) = 0 représente les pôles des faces du po- 

Iyedre. Le degré de multiplicité de chaque racine est egal au nombre des 

côtés de chaque face moins deux. 
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Lemme. — Si, dans l'équation 


ge _ A) | 
Play 
on fait la substitution x = max et si, dans la nouvelle équation, on 
1 
fait disparaitre le second terme, on obtient une équation 


de, __ Qi(21) 2 
dx? Pi(r,) ' 


mx. rn . ° 
ou Q,(27,) =o et ae tr) =o ont les mêmes racines. 
{ 


Ce lemme se démontre par le calcul direct. 
[maginons le cercle fondamental partagé en polygones réguliers 


Fig. 23. 





A° Am 


avant le même nombre de côtés n que les faces du polyedre et pour 
angles la moitié des angles des polygones réguliers sphériques formés 
par les projections des arêtes du polyedre sur la sphère circonscrite. 
Prenons pour exemple le cube. Chaque face donne un quadrilatere 


dont tous les angles sont égaux à > - La sphère des x est représentée 


conformément sur le Jemi-polygone OB,AA’A’ A" AM AB, OC fig. 23). 
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Soit x, une fonction linéaire de x s’annulant au centre C d’un de ces 
polygones et infinie en un point C* correspondant au point diamétrale- 
ment opposé à celui qui, sur la sphère des x, correspond à C. Soit 


sin 
Zi —f(3c) we", 


/(wz.) est une fonction linéaire de f(s.) et, d'après le choix de z,, 
J (@ 2c) — wf(zc), 
D’autre part, l'équation fuchsienne devient, en substituant x, à x, 


ds _ Q(z) pes 
dr? ~ P,(x,)? *° 
or 
Qua) _ 22,2 Ir 


Piz) 4x, 
SKwsc)=f(z), Ste) = wo? (sc),  S(wsc) = ©" f (sc), 


a f'(w 3e) wc) — 3 fo 3e) _ on? 2 f(3c) f" (50) — ze, 
4f'(wse)* 4f' (3c) 





donc 
Qi [f(o 5c)] —_ Qi [o /lzc)] — Qi(wzx:) — qn-? Qi(x:) . 
P, [/(w 5c)}? P,[w/(3c)]? P,(wx,)? En P,(zx: )* 





Si P,(x,) a une racine &, il admet aussi la racine w§; done P, (x,) ne 
contient x, qu’avec les exposants multiples de n, et 


P,(wxz) = P,(x;), Qi(or)=w"-1Q, (x); 
Q,(x,) est donc de la forme 


Qi(21) = D Art tn, 
h 


D'après le lemme, Q(x) = o admettra comme racine, au degré de 
multiplicité 2 — 2, la valeur de x qui répond à x, = o. Ainsi le pöle de 
chaque face est racine de Q(z) =o au degré n — 2. On épuise ainsi 
toutes les racines de Q(x), car le degré de Q(x) est, d’après un théo- 
reme élémentaire, inférieur de quatre unités à celui de P?(x). En dé- 
signant par S le nombre des sommets du pulyedre, F celui de ses faces, 
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on doit verifier la formule 
(n—2)F=a8—4; 


or nF est le double du nombre des arêtes du polyedre. Cette formule re- 
vient donc a celle d’Euler. 


= 


RESULTATS NUMERIQUES. 





Cube : 
de 3 (2*—a2027'*— 8)? 
dt 16 (2? — 1)? (xt + sy" 
Dodecaedre : 
i (2 + 11.2'—1)* 
di goo (229 — 928 21° + 494 x + 228 ri + ip: 
Icosaëdre : 
d*y 3 xc? 228.217 + 4942? + 228 ch +1 ° 
de 16 a2 rit — ı)® " 


La même méthode permet de traiter les cas du polygone régulier, de 
la pyramide régulière et de la double pyramide régulière. 


Poly gone régulier : 


dv 3(p+:} xP | 
dzi— Pig" 





Pyramide régulière : 


dv 3 x'P+4p(p+i)xt?"! : 


dx? 16 (aætP+1— 1)3 
Double pyramide régulière : 


de 3 x'P— (4pt—2)xP+1 


— 9 


dz?” 16 zı(2?P— 1)? 


PROBLÈME. — On propose de déterminer la relation h yperelliptique en- 
gendree par Üoctogone ci-dessus, formé de quatre-vingts triangles ayant 


T K Tt 
ur angles - _ 
po > — 9 7’ 5 
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Je choisis la fonction fuchsienne a, de telle sorte qu'au point O 
(fig. 24) x = 0, aux sommets de l’octogone x =», en B, x =1. 


Fig. 24. 





Deux rotations de =, l’une autour de O, l’autre autour deK, sont per- 


mutables avec le groupe de l’octogone. En vertu des conditions impo- 
sées à x el en posant x = f( 59) = ?(z4), 


J(t30) = — (20), 9(5k) 9(— 3x) =a. 


De la connaissance de la constante a dépend la solution du probleme. 
Soit s la fonction qui représente le triangle OHF sur le demi-plan po- 
sitif et qui prend en H, F, O les valeurso, 1, x; s ne change pas quand 


a 
on change æ en — x ou en =; donc, en posant 


RR( 2) 
S(u) 
pour image le pentagone régulier OPGP’DP’KP”, dans lequel on con- 
jugue OP et OP”, GP et GP’, DP’ et DP”, KP” et KP”. Le polynôme R(u) 
a pour racines a’+ı, 2a et — 2a, et une racine double; S(u), 


u = 0 ct une valeur quadruple; R(4) — S(u), une valeur quintuple. 


On peut, d’après cela, déterminer une fonction «= ent telle que 





est une fraction du cinquième degré. Le plan de la variable ua 


(u— 5u'?+10u'— ı0)u'* 
= 1—Oou 
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/" 
Soient 4,, &,, I, les trois racines de l’equation 
u®— 5u'?+ 10u'—10=0; 
ona 
a(at+iy+B _ 2aa +8 _ —aaa+f | x 1 
Karı)ro Mr any+è Pr —z2ayr0 PF ‚5 


et, en éliminant «, 8, y, 6, on a l’équation réciproque 

44 (5 Haba + pr) + (a — 1)? (Spip + ps) — (a +1) (Fey My pr) =O. 
En permutant p, et vs, on a l'équation 

44 (5 pas + py) + (a +3) (Spy ps Be) — (a — 1)? (Spratt Ys) = 0, 


qui est la transformée en — a de la précédente. En les multipliant, on 







S 






------- ---+ 


I . . a . © 
en conclut que a? + —, est une fonction rationnelle de u, à coefficients 


entiers. Il faudra prendre pour «u, la racine réelle de l'équation. Aux 
deux racines imaginaires correspondraient deux octogones n’ayant pas 
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d’axe de symétrie, mais une disposition symétrique l’un par rapport à 
l'autre. 

Retranchons de OPGP’DP’KP” (fig. 25) le triangle DF’GP et ajou- 
tons son symétrique par rapport à D, nous aurons 


(O)(P)(G)(P‘)(D)(P”)(K)(P”), 


constitué de la même façon que le premier (proprement équivalent). 
Les sommets du réseau qu’il engendre correspondent un à un aux som- 
mets du réseau engendré par OPGP’DP’KP”. En joignant dans ce 
second réseau les points de la même manière que dans le premier 
pour construire l’octogone AA’A”A" AM A®AMA™, on a l’octogone 
(A)CA‘)(A”)CA")(A® JCA?) CAM) CAM )CA™) qui correspond à l’une 
des racines imaginaires. 


S V. — Groupes symétriques. 


J'appelle substitution linéaire directe une substitution de la forme 


(mins + p + ty 
(p—iq)s+m—in’ 


substitution linéaire inverse une substitution 


(m+ In) 30 + p +1 
(D — iq)50 + M — in 





Le produit de deux substitutions linéaires inverses est une substitu- 
tion directe. Le produit de deux substitutions, l’une directe, l’autre 
inverse, est une substitution inverse. Une substitution inverse trans- 
forme un arc orthogonal au cercle fondamental en un arc orthogonal 
à ce cercle. Un segment d'arc et son transformé ont mème L. 

Soient AB, A'B’ deux arcs orthogonaux au cercle fondamental et de 
même I.. Il y a une substitution inverse unique qui transforme AB 
en A’B’. Prenons en effet le symétrique A,B, de AB par rapport à l’axe 
réel; AB se transforme en A,B, par s,; mais il y a une substitution 
directe qui transforme A,B, en A’B’. Le produit est une substitution in- 
verse qui répond à la question. Il n’y en a pas d’autres; car, si cela 
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avait lieu, il y aurait deux substitutions directes changeant A,B, 
en A’B’. 

Les valeurs de 3 = a + t8 invariables par une substitution inverse 
sont données par 


(p — tq) (a* + B?) — ain x + aim — (p-+ig)=o, 
(A) p(a?+ B?—1)=0, 
(B) q(a?+ B?)+ana—amB+q=0. 


Si p 4 0, (A) représente le cercle fondamental : (B) un cercle ortho- 
gonal à ce cercle. La substitution laisse en général invariables deux 
points du cercle fondamental et change en lui-même le cercle (B), 
que nous nommerons son axe, Pour p= o elle change en lui-même 
chaque point du cercle (B). 

A un groupe discontinu de substitutions directes et inverses répond un 
polygone générateur. On peut supposer ce polygone limité par des 
arcs orthogonaux au cercle fondamental. 

Les côtés sont de trous especes. 


Cötes de premiere espèce. — Ils sont en nombre pair et conjugués 
deux à deux par des substitutions directes. 


Côtes de deuxième espèce. — Ils sont en nombre pair et conjugués 
deux à deux par des substitulions inverses. 


Côtés de troisième espèce. — Ilssonten nombre quelconque, et chacun 
d’eux définit une substitution inverse qui laisse tous leurs points in- 
variables. 


Cherchons maintenant les conditions pour qu’un polygone limité par 
des côtés de ces trois espèces engendre un groupe discontinu de sub- 
stitutions linéaires distinctes et inverses. 

Faisons d’abord une remarque. La disposition des points conjugués 
sur les côtés de deuxième espèce n’est pas la même que celle des points 
conjugués sur les côtés de première espèce. En effet, supposons qu'on 
parcoure un côté de première espèce en décrivant positivement le con- 
tour du polygone, nous savons que, pour parcourir le côté conjugué 
en suivant les points conjugués dans le même ordre, il faut décrire le 
contour du polygone en sens contraire. Ainsi, dans le parallelo- 
gramme ABCD (fig. 27), A est conjugué de D et C de B. En allant 
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de A en B, on parcourt le contour du polygone dans le sens positif, et 
en allant de D en C, on le parcourt dans le sens négatif. 


Fig. 26. 


Au contraire, si l'on a deux côtés conjugués par une substitution 
linéaire inverse, il faut suivre les deux côtés en tournant dans le 
même sens pour rencontrer dans le même ordre les points conjugués. 
Ainsi deux côtés conjugués par une substitution linéaire inverse offri- 
ront la disposition figurée. 

On le reconnait par cette propriété des substitutions inverses : si un 
point M (fig. 27) voisin de A tourne autour de A dans le sens positif, 
son homologue M’ tourne autour de A’ dans le sens négatif. 


- Fig. 27. 


B’ N: . A’ 


Les sommets du polygone générateur peuvent se grouper en points 
homologues. Les ensembles de sommets homologues entre eux s’ap- 
pellent cycles. Pour reconnaitre la nature des cycles, envisageons le 
réseau formé par le polygone générateur et tous ses transformés. Pre- 
nons un sommet de ce réseau S, et étudions la région > d’ampli- 
tude ar qui l’environne. Trois cas peuvent se présenter : 

1° Un point M infiniment voisin deS n’a pas d’homologue infiniment 
voisin de S. Alors tous les côtés des polygones du réseau qui abou- 
tissent au point M sont de première ou de deuxième espèce. En effet, 
s'il y avait un côlé de troisième espèce, la région p serait partagée en 
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deux autres, chacune d'amplitude x et formée de points homologues 
aux points de l’autre. | 

Si la région p contient plusieurs points infiniment voisins de S ho- 
mologues entre eux, on peut la partager en régions limitées par deux 
arcs de cercles orthogonaux au cercle fondamental et homologues les 
uns des autres. On obtient ainsi le deuxième et le troisième cas. 

2° Les deux arcs limites partant du sommet peuvent être conjugués 
entre eux. Ils le sont nécessairement par une substitution linéaire 
directe. En effet, la substitution doit laisser S invariable, et une sub- 
stitution linéaire inverse n’a de points doubles que sur le cercle fonda- 
mental, sauf le cas où elle en a une infinité sur un cercle. Mais alors 
au sommet S aboutirait un côté de troisième espèce, et la région p ne 
serait pas divisée suivant l'hypothèse. L’angle des deux arcs limites 


2H , . . os 

est — n étant entier. J’appelle les cycles du premier et du deuxième 
cas cycles de premiere catégorie. 

3° Un des arcs limites est un cété de troisieme espece. L’autre arc, 

n'ayant pas de conjugué, est aussi un côté de troisième espèce. On 

obtientalors une région angulaire qui se reproduit par symétrie autour 

ae . aT , . | 

de ses côtés. Elle est donc d'amplitude — (fig. 28), n élant entier. On 

an 86 
a un cycle de la deuxième catégorie. 


Fig. 28: 


N 
Aa 


è 


Tout polygone qui est limité par des arcs orthogonaux au cercle 
fondamental répartis en paires de premiere et de deuxième espèce et 
en côtés de troisième espèce, dont les cycles satisfont à ces condi- 
tions, engendre un groupe discontinu. En effet, en faisant les substi- 
tutions directes et inverses qu'il définit, on obtient un réseau de poly- 
gones juxtaposés et ne se recouvrant pas les uns les autres. 

(J'ai abrégé l'exposition de cette théorie parce que les developpe- 
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nombre des côtés de P est 2m, celui de ses cycles / + s. Soit p, son 


genre 
m—l—s—2p;—1. C. Q-F. D. 


Étant donné un groupe T de substitutions directes et inverses, il est 
évident que les substitutions directes contenues dans T forment un 
groupe G. Soit P un polygone engendrant T ; on formera un polygone 
R engendrant G en réunissant P avec un polygone P’ de son réseau 
ayant en commun avec P un côté de deuxième ou de troisième espèce. 
Tout côté de troisième espèce dans P sera conjugué avec le côté homo- 
logue de troisième espèce dans P’; chaque côté de deuxième espèce 
dans P avec l’homologue dans P’ de son conjugué dans P. 

Je me propose maintenant de déterminer les cycles de R. Considérons 
un sommet du réseau engendré par R. Si dans P il appartient à un 
cycle de première catégorie, à ce sommet aboutissent deux ares con- 
jugués par une substitution elliptique qui est directe et par conséquent 
appartient à G. Le cycle subsiste donc sans changement dans R. S'il ap- 
partient à un cycle de deuxième catégorie dans P, à ce sommet abou- 


° ° T , ° . 
tissent deux arcs faisant un angle z, et définissant chacun une substi- 


tution inverse qui laisse tous leurs points invariables. Le produit d’une 
de ces substitutions par l’autre est une substitution elliptique de pé- 
riode & faisant partie de G; ainsi ce cycle de deuxième catégorie donne 


. N 2T . 
naissance dans G à un cycle ayant pour somme d’angles 7» qui com- 


prend aussi les sommets homologues dans P,. 
Le nombre des côtés de Rest 4m + 4n + 2g — 2; celui de ses 
cycles est, d'après ce qui précède, 2/ + q. Il a donc pour genre 


_2m+2n+g—ı—(al+g)-+1 


=m+n—l; 
2 


G est un sous-groupe distingué de I. 
Considérons une équation fuchsienne 


dt 
Ba Par)", ft, Y)—=0, 


où les fonctions rationnelles (x,y) et o(x, y) ont leurs coefficients 
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, . y . dv , 
réels. Soit ab une valeur spéciale du point xy, (+) et (z) (vy et 


(=) deux systemes arbitraires de valeurs initiales de ¢ et a; on 
pourra développer, suivant les puissances croissantes de x — a, deux 
intégrales de l'équation fuchsienne correspondant à ces valeurs ini- 
tiales. D'autre part, l'équation /(x, y) = o admet aussi la solution a,, 
b,; et l’on pourra développer, suivant les puissances croissantes de 


x — ay, deux intégrales correspondant aux valeurs initiales de v et de 


os (Jos (ze), (v),» (2). pour 2=a, y=b,. Aux deux points 
analytiques xy, x,y, répondent donc deux quotients de deux inté- 
grales imaginaires conjugués. La variable æ du cercle fondamental 
prend deux valeurs qui sont fonctions linéaires inverses l’une de 
l’autre. 

Le groupe G de l'équation fuchsienne est donc sous-groupe d’un 
groupe I de substitutions directes et inverses. 


Application aux courbes du troisieme genre. — Je prendrai des 
exemples dans la représentation naturelle des courbes du troisieme 
genre qui admettent des équations à coefficients réels. A chaque con- 
tour complet répond une branche réelle de courbe. Nous supposerons 


Fig. 29. Fig. 50. 





que chaque contour complet ne contient qu’un côté de troisième 
espèce, et que la somme des angles adjacents à ce côté est x. Nous 
prendrons /= ı; la somme des angles de ce cycle est nécessairement 


27. On a donc 
Mn — 1. 
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Soientn=0o,m=4;m — setant pair et non négatif, s = 2 ous —4. 
Ces deux hypothèses donnent les polygones ci-dessus. J'indique les 
couples de côtés conjugués en les écrivant entre parenthèse, les côtés 
de troisieme espèce en les écrivant seuls ( fig. 29 et 30). 


(M,A,, M,B,), (M Ag, M; B,), 
(M,A;, M,B;), (M, As, MB, ), 
(A,B,), (A,B,), (A:B;), (A,B,). 


(M,A,, M,B,), (M,M;,M;M,), 
(M,M,,M.M;), (McA:, M, By), 
(A,B,), (A,B,). 


Nous examinerons encore les cas suivants (fig. 31 à 34): 


Fig. 32. 


Fig. 31. 





n=ı, m=3, s=3, s=2, M—=2, nz». 


(MA, M,B,), (M.M,, M;M,), 
(M3B;, M,A3), (M,B,, M; A2), 
(A,B,), (A,B,), (AB). 


Vig. 33. 





s 1, n—3, 


(M,A,, MB), (MM, MM) 


mi, 


(MM, MM), (MM, MM), (AB). 


(M, A;, M,B,), (M.M;, MM), 
(M;M,,M,M,), (M,A,, M,B,), 
(A,B,), (A,B,). 


Vig. 34. 





M, 


s=0, mao, nz‘. 


(M,M,, MM), (M;M,, MM), 
(M,M,, MM), (MM, M; M,). 
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Le dernier cas fournit une courbe du troisième degré qui n’a pas de 
branches réelles. 


THEOREME. — Su 
M3 tn 
¢ = -_ —— 
PS + 


est une substitution inverse permutable avec un groupe G, et O(3) une 
fonction thétafuchsienne de deuxieme espece, 


ı 
(P 50 + gg)" 


| @(20) | 


est aussi une fonction thetafuchsienne de deuxiéme espece. 


Ce théorème se démontre comme le théorème analogue du $ IV. 


Application aux relations hyperelliptiques. — Soit un groupe G de la 
représentation naturelle d’une surface hyperelliptique y = R(x); on 
démontre aisément, à l’aide du théorème précédent, que, si le genre 
p de la surface hyperelliptique est plus grand que ı, à toute substitu- 
tion linéaire inverse permutable avec le groupe G correspond une 
substitution linéaire inverse sur la variable x. S'il y en a deux, leur 
produit est une substitution directe permutable avec G; cas étudié. 
Nous n’en supposons donc qu’une de période 2, et par suite réductible 
par une transformation à a’ = ay. 

Ainsi nous sommes amenés à considérer les groupes qui corres- 
pondent aux surfaces hyperelliptiques y — R(x), où R(x) a ses 
coefficients réels. 

Soit (2 impair) 


R(r) = (x — aylr — by )(a — ba)... — bar — er — ce). (a Om — CL )(r — Oel — Cn) 
considérons l'équation fuchsienne 


2 ç’ _ P(r) _ . , 
dr? (r—a)*(x— b,)*(x — by)?... (2 — by Mor — cr — cs)... (2 cn) r — cr — (rc) , 


où toutes les différences des racines des équations déterminantes 
sont 2. 
Je suppose a, b,, b,, ..., b, réels (fig. 35), cet c,, cy el e,, ... 
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Cm etc, imaginaires conjugués. Tragons dans le plan des x une coupure 
suivant l’axe réel de la surface, puis des coupures partant du point a. 
et allant aux points c,, c,, Cy, ..., Cm. Le rapport de deux intégrales 
de l'équation fuchsienne devient alors, dans le demi-plan situé du côté 


Fig. 35. 





positif de l’axe réel fonction uniforme de la variable x, et le polygone 
P’ qui représente ce demi-plan engendre un groupe I” de substitutions 
directes et inverses. 

L’axe réel est représenté par une ligne brisée AB,B,...B,A’ 
(fig. 53) dont les angles sont droits et qui forme un contour complet. 
Chacune des coupures menées dans le demi-plan positif donne nais- 
sance à des arcs symétriques respectivement par rapport aux pointsC,, 
C,, ..., Cm images de c,, Ca, ..., Cm. On peut toujours modifier ces 
coupures de manière que ces arcs deviennent des arcs de cercle ortho- 
gonaux au cercle fondamental. Cela revient en effet à ajouter et à re- 
trancher au polygone des parties homologues entre elles. Les côtés 
C, A’, C, A”; C, A”, CA"; ...; CA A+, C,A sont conjugués entre eux 
et forment des côtés de première espèce. La somme des angles A 


T 
est -- 
2 


Pour obtenir le polygone générateur P du groupe I des substitutions 
directes de I”, je prends le symétrique du contour A’A” A”... Am+vA 
par rapport au côté B,A', A(#+2A0%+9,,, AumnAum (fig. 36); les 
points C,, C,, ..., C, ont pour symétriques les points C,, C,, ..., C,- 
L’arc A?” B, est symétrique par rapport à B, A’ de l'arc AB, ; prenons le 
symétrique A®”+"B, de l’arc AB, par rapport à B,_,B,, l’arc A®”+"B, 
vient se placer alors dans le prolongement de A?”B,, et B, est le mi- 
lieu de Arm A0#+0, AG™OB, | est symétrique de AB,_, par rapport 
à B,_,B,. En prenant le symétrique de AB,_, par rapport à B,_, B,_», 
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cet arc se place dans le prolongement de A?”*'B,_,, et ainsi de suite 
jusqu'à ce que l’on arrive en un point symétrique de A par rapport 
a B,. On obtient ainsi un polygone P ayant 2m + n côtés, et dans le- 
quel la moitié de chaque côté est conjuguée de l’autre moitié. Ce po- 
lygone engendre précisément le groupe de l'équation fuchsienne de 
genre o. ; 

Fig. 36. 


A Mme) A’ A’ A” 





Pour obtenir le polygone R générateur du groupe G de la représen- 
tation naturelle de g = yR(x), on prendra le symétrique de P par 
rapport au point B,, et l'on conjuguera les côtés opposés du polygone 
total. Ä 
Lorsque toutes les racines deR (x) sont imaginaires conjuguées deux 
a deux, les constructions précédentes ne s'appliquent plus. Remar- 
quons toutefois que P’ a encore, dans ce cas, un côté de troisième es- 
pece; car, x restant réel, le rapport de deux intégrales de l’équation 
fuchsienne décrit un arc orthogonal au cercle fondamental, et deux 
points symétriques par rapport à cel arc sont homologues dans I. Ceci 
posé, tracons une coupure suivant l’axe réel, puis d’un point d pris 


Fig. 37. 
4 


sur cetaxe menons des coupures de,, de,, ..., de, (fig. 37) aux racines 
situées dans le demi-plan positif. Le demi-plan ainsi modifié se repre- 
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sente dans le cercle fondamental par un polynôme DD’D’...D™ 
(fig. 38), où les milieux de m côtés sont C,, C,, ..., Cu. 


Fig. 38. 





On peut choisir les coupures et le point d de telle sorte que les côtés 
soient des arcs orthogonaux au cercle fondamental et que l'angle 


en D soit droit. Alors la somme des angles D’, D”, D™ est =. Je con- 
struis son symétrique par rapport à DD”. 

Pour construire le polygone P, générateur de TI, je prends le symé- 
trique C; de C, par rapport à C,, puis le symétrique C} de C, par rap- 
port à C,, et ainsi de suite en parcourant le contour formé par la réu- 
nion des deux polygones. Je dis que le dernier point C*”"" auquel on 
arrive est symétrique de C, par rapport à C,. Pour cela il suffit de 
démontrer que C, et C?”"" sont symétriques l’un de l’autre par rap- 
port à D, 

En effet, C' D” et C' D’ ainsi que les angles C, D’C,, C} D’C, sont égaux. 
Par suite, l'angle C; D’C, est la somme de C,D’C, et de C, D’C,, l’angle 
C’D”C, est la somme de C,D’C,, C,D’C,, C, DC, et ainsi de suite; par 
conséquent, l'angle C”""D@=-"C est la somme de tous les angles 
D’, D”,..., D@"-", c'est-à-dire x. Donc CD” est dans le pro- 
longement de D" "C;. Comme on a 


GD’=C!D’= CD’. „= C'2#- peam-1) 


et que C,D’=C,D = DC, = C,D?”-", C, et C, sont symétriques par 
rapport à D?”-"), On a donc P, générateur de I’, dans lequel les demi- 
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côtés sont conjugués entre eux. En prenant le symétrique de P par 
rapport à C, et en conjuguant les côtés opposés du tout, on aura R, 
générateur de G. 


SECONDE PARTIE. 


$ VI. — Polygones équivalents. 


Définitions. — On nomme polygones équivalents deux polygones qui 
engendrent le même groupe fuchsien. SiR et R, sont deux polygones 
équivalents, les substitutions S, 8’, S”, ..., S”, qui conjuguent les 
côtés de R, s'expriment par les substitutions S,,S,, Si» ..., SV", qui 
conjuguent les côtés de R,, et inversement ('). 

Les deux polygones R et R, sont proprement équivalents, s'ils sont 
constitués et notés de la même façon. Alors n'= n, et il y a les mêmes 
relations entre les substitutions de même nom des deux polygones. 
Dans le cas contraire, nous appellerons R et R, polygones impropre- 
ment équivalents. 

R et R, étant improprement équivalents, pour transformer Ren R,, 
il faut faire une certaine opération. L'ensemble de toutes les opéra- 
tions qu'il faut faire pour transformer un polygone en un polygone 
quelconque proprement équivalent forme un groupe ©. Ce groupe est 
dérivé de systèmes d'opérations fondamentales qui, par leurs combinai- 
sons, suffisent à l’engendrer. 














Tutontme. — Les groupes © et G, d'opérations qui transforment deux 
polygones improprement équivalents R et R, en polygones qui leur soient 
respectivement proprement équivalents sont isomorphes holoédriquement. 





(1) Je considère toujours comme identiques deux polygones dont les substitutions sont 
les mêmes, Je me borne aux polygones qui n'ont pas de partie négative ou qui peuvent 
être ramenés à des polygones de ce genre en déformant les côtés, mais sans altérer les 
substitutions, 


Ee 
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Soit, en effet, 8 une operation de & qui transforme Ren R’. Dans 
les formules qui expriment les substitutions de R, par celles de R, 
remplaçons les substitutions de R par celles de R’. Les nouvelles ex- 
pressions définissent un polygone R, constitué et noté comme R,, 
équivalent à R’; R’ étant lui-même équivalent à R, et par suite à R,, 
R, et R, sont proprement équivalents. Ainsi à S dans © correspond 
une opération 8, dans @, transformant R, en R'. Inversement à &, 
dans 6, correspond & dans © 

Il est souvent utile d'employer tantôt l’un, tantôt l’autre des groupes 
isomorphes entre eux pour mettre leurs propriétés en évidence. 

Il faut encore distinguer, parmi les polygones proprement équiva- 
lents, ceux qui font partie du même réseau et ceux qui appartiennent 
à des réseaux différents. Généralement, nous ne ferons pas de distine- 
tion entre les polygones d’un même réseau, de sorte que nous regarde- 
rons comme égales à l'unité les opérations qui transforment un polv- 
gone en un polygone de son réseau. 


TUÉORÈME. — Envisageons les expressions des substitutions d'un poly- 
gone R, engendrant un groupe G, contenu dans un groupe I’, par celles 
de P, engendrant T. 1° Si l’on remplace dans ces formules les substitu- 
tions de P, par celles d’un polygone P; de son réseau, on obuent des poly- 
gones R; engendrant un nombre fini de groupes differents G,, Ga, ..., Gy. 
2° Si l’on remplace P, par un polygone proprement équivalent PY qui 
n’est pas de son réseau; puis P} par un polygone P! de son réseau; les 
polygones R! engendrent N groupes tous identiques aux N premiers ou 
tous différents. 3° Le nombre total des groupes G que l'on peut obtenir 
en remplaçant P, par un polygone proprement équivalent quelconque est 
fini. 

En effet : 1° soit n lenombre maximum de points homologues entre 
eux par rapport à T et non homologues entre eux par rapport à G,. Il 
n'y a pas plus de x polygones R, engendrant des groupes différents. 
Ainsi NSn. 

2° Il y ales mémes relations entre les substitutions de P, et celles 
de même nom de P/; le nombre des groupes deduits des polygones du 
réseau de P/ ne peut done étre inférieur ou supérieur a N. Soient G/, 
Gi, ..., Gi ces groupes. Si G/, par exemple, était le même que G,, G., 
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R,, Ry, ..., Ry. St l’on exprime les substitutions de ces N polygones par 
celles de R,, les expressions obtenues définissent un sous-groupe fini $ du 
groupe @ des opérations qui transforment tout polygone R constitue et 
noté comme R, en un polygone proprement équivalent, quand méme le 
groupe engendré par R ne serait contenu dans aucun autre groupe. 


En effet, G étant sous-groupe distingué de I’, les substitutions de R, 
étant les transformées des substitutions de R, par une substitution de F 
appartiennent à Gets’expriment par les substitutions de R,. Imaginons 
que nous ayons ainsi formé les expressions des substitutions des N po- 
lygones par celles de R,; en considérant comme égales à 1 les opéra- 
tions qui transforment R, en un polygone de son réseau, ces expres- 
sions définissent un groupe fini d'opérations d'ordre N. Faisons varier 
les paramètres dont R, dépend, sans nous occuper si le groupe qu'il 
engendre reste sous-groupe distingué d'un groupe F. Soit R le nouveau 
polygone. Ses cycles sont les mêmes que ceux de R,. Or il n’y a, tant 
dans R que dans R,, de relations entre les substitutions que celles 
fournies par les cycles et les combinaisons de celles-ci entre elles. Ainsi, 
les relations entre les substitutions de même nom deR et de R, sont les 
mêmes. Si le groupe $ est fini et d'ordre N, c'est que certains pro- 
duits des substitutions de R, sont égaux à 1. Les produits des substitu- 
tions de même nom de R seront aussi égaux à 1. Ainsi l’on obtient, quel 
que soit R, un groupe £ d'ordre N. 


Remarque. — En transformant R, par les substitutions d’un polygone 
générateur de I, les expressions correspondantes donnent les opéra- 
tions fondamentales de £. 


Tutortme. — St l’on exprıme les substitutions de R, par celles d’un po- 
lygone P générateur de T et st, dans les expressions obtenues, on remplace 
les substitutions de P par celles d'un polygone proprement équivalent P' 
et tel que R, se change en R, proprement équivalent aR,, les expressions 
des substitutions de Ri, par celles de R, définissent des opérations formant 
un sous-groupe A de @ et ayant £ pour sous-groupe distingue. 


Il faut prouver que la transformée d’une opération de £ par une opera- 
tion de & est une opération de £. Soient P, et P; deux polygones gé- 
nérateurs de l du même réseau; R, et R; les polygones générateurs de G 
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qui en dérivent. Les expressions des substitutions de R; par celles 
de R, définissent une opération $ de £. Soit t une operation chan- 
geant P, en P/, et telle que le polygone R, qui dérive de P’, soit équi- 
valent à R,; les expressions des substitutions de R\ par celles de R, 
définissent une opération € de &. Faisons sur P; l'opération t. Elle 
donne un polygone P,. Comme P; est le transformé de P, par une sub- 
stitution = de F, P, est le transformé de P' par c. Rj dérivé de P; est 
aussi le transformé de R° par 5; il se déduit done de R, par une opéra- 
tion S' de £. Il se déduit d'ailleurs de R; par €. On a done 


T-'9€ — 5", Ce Qe Fe D. 


Notation des opérations. — Pour noter une opération; je suppose les 
substitutions du polygone désignées par une même lettre affectée d'un 
indice ou d'un accent, et j'écris entre deux traits verticaux les expres- 
sions des substitutions du nouveau polygone par celles de l’ancien, en 
suivant l’ordre de grandeur croissante des indices ou des accents des 
substitutions qu’elles représentent. 


Sur les poly gones hyperelliptiques. — Toute relation hyperelliptique de 
genre p peut se représenter naturellement sur un polygone de 4p eötes, 
dans lequel les côtés opposés sont conjugués et les axes des substitu- 
tions concourants. Pour p> 2, les surfaces hyperelliptiques peuvent 
se représenter naturellement sur de pareils polygones, mais dans les- 
quels les axes des substitutions ne sont pas concourants. Les polygones 
de 4p côtés, dont les côtés opposés sont conjugués et qui représentent 
des surfaces hyperelliptiques, se partagent alors en multiplicités dis- 
tinctes, telles que dans chacune d'elles les substitutions jouissent d’une 
propriété géométrique spéciale. 

Soit G le groupe des opérations qui transforment un polygone hy- 
perelliptique dans lequel les axes des substitutions sont concourants 
en polygones proprement équivalents de la même multiplicité. Je me 
propose de déterminer un système d'opérations fondamentales de ©. 

Soient S, S’, S”, ..., S@?-” les substitutions du polygone; on a 

3s Ste) 


Sebi, Gehirn u Zap Esp 


m 


2. 2 
‘Deal peace 
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Les & étant des rotations de r.2%,,,, est celle qui a pour centre le 
point de concours des axes. Nous ne considérerons pas comme distincts 


les systèmes 
S, S', ce ey Gi2p-—1) et S-1, S'—1, en Si27-1', 


le second est le transformé du premier par Z,,.,. Sous cette condi- 
tion, il y a isomorphisme holoédrique entre © et le groupe g des 
opérations qui transforment le polygone défini par les Z en un poly- 
gone équivalent. Pour fixer les idées, nous prendrons un polygone de 
2p + 1 côtés, où les demi-côtés sont conjugués, et les milieux sont les 
points doubles de X,, &,, ..., Lap. (fig. 39). Le point double de Z,,,2 
est le sommet compris sur le contour entre le point double de &, et 
celui de Z,,... 


Fig. 39. 





Soient @,, Ay. ..., Aspyr Ayprır Azpyq les racines du polynôme placé 
sous le radical dans la relation hyperelliptique. Le polygone dont les 
substitutions sont les %, et un système de coupures allant du point a, 
AUX POINTS Gi, Az, ».., Asp» Aap+ Se Correspondent d'une façon unidéter- 
minative. On peut donc substituer à la considération de deux poly- 
gones proprement équivalents celle de deux systèmes de coupures 
constitués et notés de la même façon, que nous appellerons aussi pro- 
prement équivalents. Soient C,, C,, ..., C,,,, et C,, C,, ... C,,,, deux 
systèmes de coupures tracées : les premières, entre le point a,,,, et les 
points @,, @,....,@:,,,: les secondes, entre le point a, et les points 
Gj, Aj +++, 0j, OÙ les 7 indiquent les 2p + 2 premiers nombres dans 
un ordre quelconque. On suppose que, dans chaque systeme, un mo- 
bile infiniment voisin du point où les coupures se réunissent et tour- 
nant autour de ce point dans le sens positif les rencontre dans l’ordre 
des indices croissants. L’opération 


=| 2, 2,..., Zip+s 21 | 


permet de remplacer le point a,,_, par un quelconque des autres. 
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Il nous reste donc seulement à ramener au systeme C,, C,, ..., Capri 
unsysteme C,,C,, ..., C,,,, partant de a,,,, el aboutissant à a;, a;. .…., 
a;,,,,, Comme la dernière substitution s'exprime par les autres, nous 
ne la ferons désormais plus entrer dans la notation des opérations. 


TuéoRÈME. — Pour réduire le système C’ au système C, il suffit des deux 
opéralions 
m= | 22, x35 co ey Zp+1 x |, 


n =|%,, 3,8%, 3,3,,..., Zep+1 |. 


Deux systèmes de coupures doivent être considérés comme identi- 


ques, lorsqu'on peut ramener l’une à l’autre les coupures de même 
nom en les déformant d’une manière continue.  - 


Remarque I. — Considérons une portion E de sphère limitée par une 
courbe L, un point a pris sur L et un point 6 pris dans E. Les arcs si- 
tues dans E, et allant de a en b sans se couper eux-mêmes, peuvent se 
ramener l’un à l’autre par une déformation continue. 


Remarque II. — Marquons dans E un point c, tous les arcs allant de 
a en b sans se couper eux-mêmes, et sans rencontrer un arc fixe A 
tracé entre a et b, se partagent en deux classes : 1° les arcs d'une même 
classe peuvent être ramenés l’un à l’autre par déformation continue 
sans franchir c; 2° deux arcs de deux classes différentes peuvent être 
ramenés l’un à l’autre, mais en franchissant c une fois. Nous appelle- 
rons premiere classe celle à laquelle appartient A. 


Remarque III. — L'opération m permute cycliquement les noms des 
coupures. 


Remarque IV. — Si l'on faitsur un système C,, C,, ...,C,,,, (Jig. 42) 
l'opération 7, les coupures C,, C,...., C,,,, ne changent pas, la cou- 
pure C, est remplacée par C,. L'ensemble des bords des coupures C,, 
C,, ...,C,,,, forme une courbe L. D'après la remarque II, l'arc suivant 
lequel est tracée C, et le point a; définissent deux classes d’arcs; C’ est 
remplacée par une coupure C; tracée suivant un arc de la deuxième 
classe. On peut déformer C, et C, de manière à les rendre infiniment 
voisines sur tout leur parcours, le point a, étant entre les deux. Si 


l’on fait abstraction du nom des coupures, l'opération n n’altere qu'une 
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des 2p +1 coupures, C,, qui, au lieu d’aboutir dans l’angle de C, et 
de C,, aboutit dans l’angle de C, et de C,,,,. L'opération nm-'n ne 
change que les noms des 2p coupures C,, C,, ..., C,,,,; mais la der- 
niere, au lieu d'aboutir dans l’angle de C, et de C,, aboutit dans l’angle 
de C,, et de C,,,,. En général, les opérations m et n permetient, en 
changeant seulement le nom de Acoupures, de faire aboutirles 2p+1—h 
autres dans l’un queleonque des angles de celles-ci, et, comme m per- 
mule cycliquement les noms des coupures, on peut passer d'un systeme 


qui a À coupures à un système où ces A coupures sont les A premières. 


Fig. 40. 


dyspti 





Cypes 


L'opération n ‘ ne change pas les 2p — 1 dernières coupures, rem- 
place C’, par C, et C, par une coupure qui ne rencontre pas C, et qui 
correspond entre elle et C,, le point a. 

Pour démontrer le théorème, il suffit de démontrer la proposition 
suivante: si les opérations m et n permettent de réduire le système C 
au système C, lorsqu'ils ont les r + 1 premières coupures communes, 
elles permettent de les réduire l’un à l’autre lorsqu'ils ont les r pre- 
mières coupures communes. 

Ainsi les coupures C,, C,, ..., C, sont communes; C,,,, ..., C,,,, et 
Cars ces Cops, sont différentes. Une coupure C;, ¢ > r aboutit au point 
a,,,-On peut (Remarque IV), sans modifier les 2p autres coupures, la 
faire aboutir dans l’angle deC,et de C,,,. Alors C,,, etC,,, se terminent 
toutes deux au point a,,,. Supprimons les 2p — r dernières coupures 
dans chaque systeme. L’ensemble des bords des r premières forme une 
courbe fermée L. C,,, et C,,, sont tracées suivant deux ares allant de 


Ay p42 à A,,,. On peut donc (Remarque J) ramener C,,, à C,,, par une 
déformation continue. Pendant cette déformation, C.., franchira les 


r+i 
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points @,;»s Aryzs. +++» Aapıı. Elle ne change d’ailleurs pas de nature 
tant qu’elle se déforme sans franchir un de ces points; soient (C,,, ).: 
(C,,, as +++» (C,,,)„ les états successifs deC,,, pendant la déformation. 

Dans le passage de C,,, 4(C,,,),, C.,, deviendra infiniment voisine 
d’un point a;(t > 7r-+1), (C,,,), sera la coupure infiniment voisine de 
C’.,,, telle qu’entre les deux il y ait a;. Imaginons d'abord les deux cou- 
pures C,,,, (C,,,), existant en même temps et menons des coupures 
Css... Capa aux 2p — r— 1 derniers points des deux systèmes. En- 
levons ensuite (C,,,), et menons la coupure C/,, à a;. Les deux sys- 
temes C,, C,, ...,C,, Css C.,,, ..., par Cy, Car ces Cr Css Uno wer 
Css ont r +1 coupures communes; nous admettons donc qu’on peut 
passer de l’un à l’autre par les opérations m et n. 

Par l’operation m’, le second système devient C,.,, C,,,, +» Gy pr, Cu, 
C,,..., C,; n' substitue à la deuxieme coupure de ce système (C_,,),. 
Par les opérations m et n, on peut passer (Remarque IV) du systeme 
obtenu à un système où C,, C,, ..., C,, (C,,,), sont les r + 1 premières 
coupures. Le même procédé permet évidemment de passer de (C,,,), 
à (C,,,)2, et ainsi de suite jusqu'à ce que, dans les deux systèmes, les 


deux coupures de rang r +1 soient les mêmes. GC. Q. F. D. 
Tuéorèue. — Le groupe © admet pour opérations fondamentales : 


— |S'S-1S"... Sar-n-1gup-N, S'S-1,., SUP-H-1SUP-1),,,,S-1G/.., GAP-1-1 Sap-n], 


[S'S-1, S"S-1, ..., S(2p-1)§-1, 9-1 |, 
| S', S'S-! S’, S”, Les S(2P--1).1, 


En effet, L, M, N sont les opérations de © qui correspondent à /, m, 
n opérations fondamentales de g. 


VII. — Du genre 2. 


Opérations fondamentales. 


Nous prendrons pour polygone générateur du groupe fuchsien de la 
représentation naturelle d’une surface de genre 2 un octogone dont les 
côlés opposés sont conjugués. La notation en a déjà été indiquée au 


SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 293 
8 IV. & étant le groupe des octogones, les trois opérations 


A=|$',$", 5", 9-1], 
B=|8,$-18', 8-18”, 5-15” |, 
C =|S*SS'—1, 9737-1, 57-1, S'S" | 


forment un systeme fondamental. Voici d’abord quelques details sur le 
calcul des opérations. Etant données deux opérations 


H=[S, 8,8% $7], H'=|S,, Er Si S3 | 


où les S, et les S, sont des produits de S, S$’,S”, S”, le produit HH’ s’ob- 
tient en remplaçant dans S,, S,, S,, S; les lettres S, S’, S”, S” par S,, 
S,,S,, S, qui sont les produits de ces lettres; en supprimant les sub- 
stitutions qui se détruisent, on a 


HH’ =|S§,,5,, 83, 831], 


où les S, sont des produits de S, S’, S”, S”. 
Nous appellerons inverse de H une opération H "', telle que HH ‘=1. 
Les S, sont des produits de S, S’, S”, S”, 


S,=P (5, 8’, 8’, 8”), Ss; — P’(S, 8’, 8’, 8”), 
S’ — P'(S, Ss’, Ss’, S”), ST = P”(S, S’, S”, S”); 


en résolvant ces équations par rapport à S, S’, S”, S”, on aura, pour S, 

S’, S”, S”, quatre expressions en S,, S,, S|, S;; cesexpressions définis- 

sent, en supprimant les accents, l'opération H '. | 
Posons 


E=|8,8, S'S-18" 487,97|, F=|8,5, S", S"S"-1S'S ı]: 


on trouve 
E—AB-'A-iB-'A-:C-1A?,  F—(AE-'}; 
les deux opérations E et F sont commodes dans les calculs, à cause de 
leur forme simple. 
Comme dans tout octogone dont les côtés opposés sont conjugués 
les axes des substitutions sont concourants, nous conservons la conven- 
tion générale pour les polygones de cette espèce, 


| 8-1, 8-1, 87-1, St] =r, 
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Les opérations L, M, N du § VI ont pour expressions 
L=AF-'!A-'BA, M — BA, N = AF-'AE-! A; 


elles s'expriment donc par A, B, C: cela démontre que A, B, C forment 
un système fondamental. 


Interprétation géométrique de À, B, C. 


Les trois figures suivantes indiquent les octogones ı'4'7'2'5'8'3’6', 


Fig. 41. Fig. 42. Fig. 43. 





obtenus quand on fait sur un octogone 14725836 les opérations A, 
B,C (fig. 41 à 43). 


Propriétés des opérations À, B, C. 


TuéorÈme. — Les opérations A et C engendrent un groupe fin. 
Le calcul donne, en effet, 


Ami, C1, CA —=|S"S"-1,S" 1, 578-1, g78-187-1| 
el 
(CAy)= 1. 

Ces trois relations montrent que le groupe engendré par A et C est 
isomorphe au groupe d’une équation différentielle du genre o à trois 
points singuliers, avec +, 3 et; pour différences des racines des équa- 
tions déterminantes. Or le groupe de cette équation étant fini, le groupe 
qu'engendre A et C est fini et présente, avec le premier, un isomor- 
phisme holoédrique ('). 





(1) Comparer Dyck, Gruppentheoretische Studien, 1. 
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On peut aussi considérer ce résultat comme une application des théo- 
remes du $ VI. 

Construisons un octogone régulier dont la somme d’angles est 27 
( fig. 46), conjuguons-y les côtés opposés et exprimons les quatre sub- 


Fig. 44. 





stitutions de cet oclogone au moyen des substitutions o et 7’ ayant res- 
pectivement pour points doubles M et N avec les’relations 


e’—ı, f=, (oe) = 1, 


S est le produit d’une rotation de 180° autour de Q par une rotation de 
180° autour de P, 
S = (o'c)*(aa’)*. 


f_ 


. T 
D'autre part, o’”'c est une rotation de z autour de P dans le sens po- 


siuif; S’, S’, S” sont des transformées de S par celte rotation, son carré 
et son cube, 


S'= co'(5'o)* (33)? S’ = (35')*(3'o)* (33 }?, S"— (53°) (a'o)*oa ; 


il est donc clair que l'opération A remplace S, S’, S”, S” par leurs trans- 
formées au moyen de 5’-'o. | 
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Considérons dans la figure les deux triangles QTS, LRQ, soit 
QTS in LRQ —=:—(50-1)'o(59 "= aa!“ oc'aa" "1. 


Je dis que 
15: —SS':157, T-1S'r —S"-1S7, 
z-1S"r— S7-187—167, T_1S7T—S7-1S'S"-157, 
TIST— (55) o(s'o (sa) (aa'—!)? a (aa'~")? 
= (33) a(o0—1)t(o5')* (23 Mo (sa)? 
= (s's) (5'-'o) (o'o)*o'-'as'cg'"! 
= (53)? (Io)? (0-1) a’ aa'aa'! 
= (35) a'-19a'(o7'-!)o(s'o)?c'1, 
SS'-1S7— (9'c)'aa'(a0' -1)* (53 (oo )* co! 
= (9'¢)3(a'—'¢)8a'aa!  'o(s's)* aa! 
= (6'¢)*(a9')3 a'a0'—-'a(a'a)*a'—! 
= (5'a)?5'"!'cc'cs'" "ca -'a(z as) a! ; 


les deux dernières formes de +-'S< et de SS’-'S” sont évidemment les 
mèmes, 
| 7"IS’T = (05) o(s'o) co'(s a) (a)? (os 1) a (aa'—!)? 
= ¢g'a0'—-!G0'-!(0'¢)3a'—1(aa')? (a0! -!)2a/—-! aa"! 
= ¢'-'¢9g'-1(g¢0')?aa'—-a¢'ao'—!, 
S"-15° = (7 1o) (oc!) aa! (s'a)* cc" 
= g'—1ga'(27 1)" (20)? 97!" 
== "Tags" (s'o)* (co) oo" 


= g' 193 ao’ os" -155'ga'- 1. 


On fait de même les deux autres vérifications. Ainsi l’opération C est 
celle qui transforme l’octogone primitif en un octogone construit sur 
le triangle LRQ de la même façon que le primitif l’est sur QTS. CA donne 
un octogone construit de même sur QRH. 


\ 
Tuéorèue. — CA et C sont respectivement le carre et le cube de deux 
operalions du groupe. 


Construisons un réseau d’hexagones réguliers ayant leurs angles droits 
et, dans ce réseau, l’octogone 14725836 (fig. 47). Cet octogone en- 
gendre un réseau d’octogones; en convenant de le désigner par 1, on 
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peut désigner chaque octogone par la substitution qui sert à changer 
en celui-là l’octogone ı. Faisons tourner de 60° autour de son centre 
l'hexagone désigné par H et l’octogone 14725836, cela donnera un 
nouvel octogone 1'4'7' 2’5’8’3’6’. Le contour de ce dernier n'est pas 





contenu tout entier dans l’octogone ı; mais, si une partie de ce con- 
tour est en dehors, il suffit d'indiquer son homologue dans l’octogone ı 
et l’octogone où elle se trouve. 1’4’ est divisé en trois tronçons, dont 
chacun se trouve dans un octogone différent du réseau; je désignerai le 
premier que l'on rencontre, en parcourant le contour ı'4'7'2°5°8°3°6 
dans le sens positif, par ı’4,; le deuxième par 1’44; le troisième par 
14. 1’48 est dans l’octogone 1, et, comme il va rencontrer le côté 85 
de cet octogone, ı’4, est dans l’octogone S; quand on est arrivé au 
sommet 4’, il faut suivre un arc faisant avec 1’4, un angle égal à 
l’angle 4, ce qui donne 4'7, dans l’octogone S; 4'7, va aboutir sur le 
côté 14, de sorte que 4'73 est dans l’octogone S-'S = 1; 7'2, est dans 
l’octogone ı et coincide avec la seconde moitié de 83; 72, est, par suite, 
dans S-'S”-'S” et coincide avec la première moitié de 83; 2’5, est dans 
S"!S"-'S", 254 dans S""'S”, 2’5, dans S”, 2°5; dans 1, 2”5, dans S”, 
2°5: dans SS”, 58, dans SS”, 584 dans S”, 5’8, dans S~'S", 8°3, dans 
S~'S”, 8°33 dans S”, 3’6, dans S",3’G, dans SS"S"'S", 6'1, dans 
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55"5"-15",6’15 dans S”S”-'S”, 6’ 1, dans S’"'S”, 61; dans S”, 6'1, 
dans 1,61; dans S~', ı’4, dans S-' et, comme vérification, 1'4g dans ı. 
Dans le nouvel octogone, pour obtenir ı’4’ in 8'5’, on remarquera 
que 1’4, est homologue de 5’8,. Or 14, est dans S~', 5’8, dans S~'S”; 
donc 
4’ in 5'8'— 8”, 

Ainsi l'équation qui transforme l’octogone primitif dans le nouveau est 

G = |S”, S-15”, 8S’-18S878’"-'8”, 8’-'8" |, 

G? — | S’-15”, $7-157-1857, 87-18'S"-18", S7—1S'S—1| = CA, 


Gé—1, 
On a, pour G, l'expression 
(; = A?FAB-'. 


Soient &,, &,, Z,, Z,, ©, des substitutions de période 2, ayant res- 





pectivement pour points doubles les milieux de 14, 47, 72 et 25 
(fig. 46) et le centre de l’octogone 


S == à, 2, S'— DR 3. S” =— 2, I $5” — 2, >. 


9 


Faisons tourner l’hexagonc K de 180° autour de M milieu de &,, 2s, les 
x se changent en (Z,), (%,), (%,), (%,), (Zs), et 


(2,)=3,;, (3,)=23,;,3,3,, 3,)=23,2,2,2,3,, 


(£,):=2,2,2,, (2) = 2). 


Les substitutions(S), (S’), (S”), (S”) de l’octogone construit sur K 
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dans sa nouvelle position ont pour valeurs 


(S) = =) (4s 5) = 2,2, —S:1, 

(S’) = (23) (23) =22ZXX —S"-18S-1, 
(S’)= (2 3) (= 5; nn st 1, 
(S)=(3,)(3,)= 2%, 5, —SS'-1, 


soit 
1 =|S-', 8715-1, 87-157 8-1, SS/—1| — AICA?, 


comme le montre le calcul direct. On a donc 


H2—1, GNI=|$", $"8’-18”,5-18°5- 


—_ 
I. 
| 


d'où 
(GH) 1. 

Des trois relations G°—1, H?=1, (GH)?=1, on conclut que le 
groupe engendré par G et H est isomorphe holoédriquement à un 
groupe fini de substitutions linéaires à une variable et, par conséquent, 
fini. 

J'ai annoncé que C était le cube d’une opération du groupe; pour le 
démontrer, il suffit de faire voir que C est une transformée de G*. Po- 


sons 
M =|S",S-18/S" 187,8 188-1811. 


M-'==| 8-1, 87-1 grgr-1 
MC =|SS"-'8", 8/818", S"S"-1S'S-1, § . 
M ICM —|S"-'8'S-!, ST" ST 'S’S-1,S7-18"S 1978 1, 5"-1875-1|-65; 


Le 


done (MGM-')?==C. Le calcul donne 


MGM-'1— |58° 1, S87-1, SS7-1S-1S'S"-1,S) 2 F-1B-1A, 


Tutoréme. — AB est une operation de période 5. 


On a, en effet, 


AB =!8',S'-18", S18", St-is-t], 
1 I 1, S” 1 |, 


(ABY—IS S,s/, 8", S7|— 


Cette opération change loctogond 14725836, foriné des deux pen- 
tagones réguliers 47258 ct 48361, en un octogone égal. Une rotation 


300 X. STOUFF. 

de ar autour du centre d'un des pentagones, est permutable avec le 
groupe G engendré par l'octogone; mais G est contenu dans un groupe 
plus étendu qui ne lui est pas permutable. Soit O le centre de 47258. 


Fig. 47. 





Menons la bissectrice OP de l'angle 207, le triangle OP7 a pour angles 


=, =, —. [lest décomposable en trois triangles OPQ, RQO, QR 7 égaux 


I 2 10 
entre eux. Si l’on envisage l’un de ces triangles comme l’image du 
demi-plan d’une variable u, le groupe T de w contient G. 


PROBLÈME. — Trouver les operations fondamentales du groupe des trans- 
formations du polygone P,P,Q,P,O,P, (fig. 48), dans lequel 


= P,P, in P,P;, 7 = Q,P, in Q,P,, 7% = Q,P, in Q,P;, 


. £ . 


en un polygone equivalent. 


Fig.. 48. 





Ce polygone est l’image d’un plan modifié par les coupures 2, p,, 
Pa%2» Pa91 (ig. 49). Dans tout systeme de coupures proprement équi- 
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valent, le point de réunion des coupures sera p, ou p,. L’emploi de 
l'opération 
A = | Ja, o,'o, T'as Th, Tal 


perinet de partir d'un systeme de coupures où le point de réunion est p,. 


Cela posé, pour ramener l’un à l’autre deux systèmes qui ont la cou- 
pure p,p, commune, il suffit de l'opération 


M—]|o,0, Tay tTaltitl. 


En effet, cette opération, faite sur un système de coupures p, p,, 
P:(92)» P:(g1) (fig. 50), remplace p;(g:) par p,(g.) et p:(g,) par une 


Fig. 50. 





coupure qui ne diffère de p,(g,) que par l'interposition du point (g,). 
L'opération inverse remplace p2(g,) par p:(q2) et P:(q:) par une cou- 
pure qui diffère de p,(g,) par l’interposition du point (9). Or l'une 
des coupures p,(g,) ou p,(g.) a les mêmes extrémités que p,(g,), et 
(Remarque I, § VII) on peut la ramener à p,g, par une déformation 
continue. Dans cette déformation, elle franchira une ou plusieurs fois 
le point g, et passera par plusieurs états successifs. Pour passer d’un 
de ces états au suivant, on emploiera M ou son inverse. Finalement, 
on obtiendra un système où p2(g,) et p:q, seront les mêmes, et alors 
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Pa(Q2) et Pog, Seront aussi les mêmes, ou un système où p,(g.) sera le 

même que p,g,, et on les ramenera l’un à l’autre par M". 
Considérons maintenant un système dans lequel la coupure tracée 

entre Pa et Pis (PaP:) [ fig. 51] est différente de p,p,. On peut la ra- 


Fig.. 51. 


“mn 


(fi 
8 





mener à p,p, par une déformation continue. Soient (p,p,)'", .…., (pa pi) 
ses états successifs pendant cette déformation. Dans le passage de 
(P2P1) à (PaPı), (P2P:) devient infiniment voisin de l’un des points 
q, ou q,; on formera un systeme de coupures avec (p,p,), admettant 
pour point (g, ) celui des deux points q, et g2 qui va être dépassé et une 
coupure p,(q,): on sait passer du système primitif à celui-là, puisque 
la coupe (p:p,) est commune. L'opération suivante 


N= KR Ti IT, Tay 7171 Ti" | 


permet d’introduire (p:p,). De (p:p,) on passera à (p, p,)” et ainsi 
de suite. Les opérations A, M, N forment donc un systeme fondamental. 

Remarque. — Une équation fuchsienne à quatre points singuliers et 
pour laquelle deux des différences des racines des équations détermi- 


, s | | , . N 
nantes sont égales à =, et les deux autres à g> est réductible à une 
I 


x? 3 


, . a e v, I 1 
équation où ces différences sont =» = 


Groupe d'opérations permutable avec A’, 


D’après le § VI, on obtiendra, comme il suit, un groupe d'opérations 
permutables avec A?; on formera un octogone qui reste invariable 
par A®. Un pareil octogone coincide avec lui-même par une rotation de 
90° autour du point de concours des axes. Son groupe G est contenu 
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comme sous-groupe distingué dans un groupe I’ engendré par le poly- 
gone P,P,Q,P,Q,P, (fig. 52). Quand on remplace P,P,Q,P,Q,P, par 
un polygone proprement équivalent, l’octogone se change lui-méme 


> 


Fig. 52. 





en un octogone proprement équivalent, et le groupe des opérations 
ainsi définies est permutable avec A?. 


On a 
Sen, Szenen, "zalınz', So Ti": 
A donne 


(S) = (42) (91)? = tah = taf T2917! Toit. T0 .0i Ts 37157551, 
SI = GG) = te} = tet. aityey-0;! roy! tat ott; = S'S"-18"SS-1, 


(S") = (91)—' (ta) (94) 71 zT," 


done 
S5’-18785/-1 §’8’-!8”8S8'-!, S’5-157-1878’-1, S'S—IST I |, 


L= N 
LA? = A? L, 





comme on le vérifie facilement. Un calcul analogue donne 
M=!SS'-15,5, 5757-15”, S” |, N == | $"1,8,57, 5’ [= At. 


Remarque. — Le groupe I” est, d’après une remarque, sous-groupe 

distingué lui-même d'un groupe I” engendré par un triangle qui a 
9 T ® . , ° 0 

pour somme d’angles = et dont les demi-côtés sont conjugués entre 
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eux. Tout octogone invariable par A? reste aussi invariable par l’ope- 


ration 
1S"S"-18-1, SS'-18"S"-18-1, 8979-1, SS" S"-1 |. 


Groupe d'opérations permutable avec le groupe 1, CA, (CA)*. 


Reportons-nous au réseau d’hexagones réguliers formé plus haut et 
qui nous a servi à trouver la racine carrée de CA. Imaginons l'hexa- 
gone H (fig. 53) remplacé par un autre hexagone, non plus régulier, 





mais coincidant avec lui-même par une rotation de 120° autour de son 
centre; sur son contour, deux angles consécutifs sont supplémentaires. 
Sur cet hexagone, construisons un octogone en suivant la même règle 
que plus haut. Si l’on fait tourner l'hexagone H de 120° autour de son 
centre et l’octogone avec lui, le nouvel octogone est équivalent au pre- 
mier et s’en déduit par l’opération CA. 

Considérons, dans la figure, le polygone P,P,Q,P.Q.P°P,, où P,, 
P,, P, sont centres d’hexagones; 





P,P, in P,P.,=o, QP, in QP,=r,  Q,P,in Q,P,= 
où 


<2 


lm = 1, c=], o3=—1, 





I] engendre un groupe I” contenant G comme sous-groupe distingué. 
L’équation fuchsienne de genre o correspondante a deux differences 
égales à + et deux égales à 5. 


SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHISIENNES. 305 


Calculons les trois opérations fondamentales du sous-groupe corres- 
pondant de G. On a 


S 








= TT Sende, S"= T0: 7170" Ss’ 07'737 
A donne 
(S) = (te) (41) = tat, =S, 


(S') = (42) (os) (rs) (G2) = 71027105 0102 


— - —l— = — oe - Fi —1 = = ——- a? 
39,7,9, Tatı = Tati. 1927100 ns S, 





(3°) = (ty) (92) (41) Co) = io or oet1 94! 7 Fs 

zu Tag Op! O2 Hy Fg! THE 1 Oa Te Te 70) F272 Fa 

= Og 71) Tey Ty Og — (Ta Ty Oy T7127 Tg T1) Ta01 7102 (SS SI, 
(5%) = (1) aa) (1) = tog! ta 72 


rn = S'STTISTS ; 





d’où 
L'—]|S,SS"S, (SS"S"-1}28',S'S"-1S7S 1. 


On véritie aisément que 
LCA=(CA)L. 


A l’operation M correspond 


M'—]S,SS'S" 1575, SS"S”-18", SS” |; 
aN, 
N'=|SS'-1,88"-18"SS8" 1,99", 8] =G !. 

Remarque. — Les octogones que CA transforme en octogones égaux 
ne changent pas non plus par les opérations A?CA et G7'A?CAG, qui 
engendrent avec CA un groupe fini isomorphe à’ celui d’une double 
pyramide régulière à douze faces. 


Des polygones invariables par C et du groupe d'opérations 
permutable avec U. 


Considérons maintenant des polygones que l'opération 
C=|S"SS'-1, 8757-1, 87-1, S'S” +] 


laisse invariables. 
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Soient Z,, Z,, &,, Z,, 2, (fig. 54) un systeme de cing substitutions 
engendrant le groupe F qui contient G, chacune de période 2. On peut 
remplacer C par une opération faite sur ce systeme; 


(2,)=3,2,2,2,2,, (3,)=3,, (3,)=2,, (2) = 2, (25) = À: 


revient en effet à C. Elle transpose les points doubles de Z, et de £,, 


Fig. 54. 





de X, et de &,, le point double de ZX, avec celui de 2,2,2,2,3,. Pour 
que le polygone reste invariable, il faut que ces points soient symétri- 
ques deux à deux par rapport à un point. De la, la construction sui- 


Fig. 55. 





vante des octogones de cette espèce ( fig. 55). Soient 


o,—P,Q; in P,Q;, a2 P,Q; in P,Q), 
T = Q,Q4 in 0,0; Ta = Q:Q, in Q:Q:, 
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et +, une substitution de période 2 ayant Q, pour point double : 


c=), oi=1, Tl, t= I, y=1, 9, 93T, 7373 -— Île 
S=0,7T0 S’= 617,729, S” = 720172515 S” = 17,0,70ı. 
Ona 
o,90,—S8”SS'-', o,S'o,—8"S’ 1, So = 8”, 5", = S'S7-1, 


c'est-à-dire que le nouveau polygone se déduit de l’ancien par C. 

Le groupe fini ne se compose que de C. En effet, à des rotations de x 
autour des points Q,, Q,, Q,, substitutions appartenant à F, corres- 
pond la substitution unité, et o, s’exprimant par o,, 7,, 7,, 7, donne 
aussi C. Ce n’est pas ici le groupe des transformations du polygone 
P,Q:Q:0,Q,0Q,P,Q: en un polygone équivalent qui fournit un groupe 
permutable avec C, mais un sous-groupe distingué de celui-là ($ VI). 
Le polygone est l’image d'un plan modifié par des coupures q, p,, 43 Pa, 
9:91» 939 (fig. 56), y = VR(a) étant la relation hyperelliptique de 


Fig. 56. 


Pp! 


l’octogone; aux points g,, go, 9, correspondent des valeurs de x qui 
annulent R(x); il n'en est pas de même pour les points p, et p,. On ne 
peut donc échanger entre eux que les rôles de p, et de p,, et ceux de 
is Ga» 9 pris isolément. La méthode dont j’ai déjà donné plusieurs 
exemples permet de trouver encore ici les opérations fondamentales du 
sous-groupe distingué et, par suite, celles d’un groupe d’opérations 
permutable avec C. 


Des relations et des cycles des différents ordres. 


Nous avons déja trouvé plusieurs relations entre les opérations A, 


B, C, 
At=1, C?—=1, (AB = 1, so. 
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Nous avons désigné par L et M les opérations suivantes 


I, =|SS'-1S"SS'-1, HITS, 86-18-16" 8"-1, SSIS, 
M=|[SS'-!15,5,5"75"-15",5” |; 


elles ont pour expressions 
L = EA'B-1A?E?, M = A?E*A-' EAB? AE-! A-!," 
Or, comme elles sont permutables avec A?, ona 
LA?L-'A?= 1, MA?M-—'A?= 1; 


en remplagant L et M par leurs expressions en A, B, E, on a deux rela- 
tions entre A, B, E. 
Citons encore la relation remarquable 


BEB-'E-'= 1. 


Lorsque l'on a choisi un systeme fondamental, tout produit des opéra- 
tions du systeme égal à l’unité s'appelle cycle du premier ordre. lly a 
une infinité de cycles du premier ordre; car un produit de deux cycles 
du premier ordre est un cycle du premier ordre. A condition de ne pas 
considérer comme distincts les transformés d’un cycle par une même 
substitution, tout cycle du -premier ordre peut être formé par la com- 
binaison d'un certain nombre de cycles fondamentaux du premier ordre. 

Je donne ici le calcul de quelques cycles : 

1° Sur 14725836 (ig. 57), je fais les opérations AC et BAC, ce qui 


Fig, 57. Fig. 58. 





donne deux nouveaux réseaux; j'ai noté par 1'4’7'2'5'8'3'6' (fig. 58) 
les angles du réseau AC, et par 1”4”7"2"5"8"3"6" les angles du réseau 
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BAC. Pour plus de clarté, je figure ensuite un polygone générateur du 
réseau BAC dans le réseau AC. 

14 
(65) 


1/1 El nt ‘gr 
la diagonale 4’8 et les paires (as) (ou) (47) appartenant aussi 


à l’ancien; AB~' donne un octogone ayant pour paire (35) (a): 


Je fais sur BAC l'opération AB; le nouvel octogone a pour côtés 


A~'B-'A~' donne enfin l’octogone AC; donc 


BACABAB-'A-1B-1A-1— AC, 
BACABAB-'A—'B-'A-'CA-'=1, 


2° Je forme A°C et BA?C. Je construis ensuite BA?C dans le réseau 
de A?C (fig. 59 et 60). 


Fig. 59. 





On réduit BA?C à A°C par l'opération A?B-'A?; done 
BA’?CA?B-1 A?CA*=1, 


ce qui montre que A?BA? est permutable avec C. 
Voici un exemple de relation d’ordre supérieur. Nous avons posé 


A lo, 039192 Try Te, M=|o,  %, T2' T1721, 
9 « 
d'où 
A-'=|o,929;', Si, u Tel, M-'"=|7, gat te7)!, 1], 
AM=|o, 77'0,0, Tes To Tite, AIM = |900!, oy, rar il, 


AM A-!M-! = I. 
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Par suite, entre L et M, on a la relation de même forme 


LML-'M-'=1. 


Soient 
£ = LA?L-1A-1, oh = MA?M-'A-?, @ — LML-'M-:: 


les équations 
{=1, on =I, D —1 


sont trois relations du premier ordre entre A, B, E. Le signe = in- 
diquera que deux produits d’opérations sont les mémes, non seule- 
ment par rapport aux résultats qu’ils donnent, mais par rapport aux 
opérations qu'ils contiennent. On a 


LML-'M-'A-?MLM-'L-1= WA®W-1, 
L= £ A'LA-?, M = MA?’MA-*; 
d’où 


£ A'LA-?HVA?ML-1A-2£-1A1M-1A-2M0-1 A2MLM-'L-1@A-2@-1— 1. 


Le premier nombre devient égal à ı par suite de g —1, N=1, 
%= 1; d'autre part, en y remplaçant £, M, 2 par leurs expressions, 
toutes les opérations se détruisent. Nous dirons que la relation ainsi 
obtenue est une relation du deuxième ordre entre les trois relations 
du premier ordre ¢ =1, M—1,®—1. 

Si l’on a fait choix d'un système de cycles fondamentaux du pre- 
mier ordre, toute relation du deuxième ordre entre ces cycles sera un 
cycle du deuxième ordre. Les cycles du deuxième ordre pourront être 
engendrés par des systèmes de cycles fondamentaux du deuxième 
ordre. Tout produit des cycles fondamentaux du deuxième ordre qui 
se réduit à 1 par la destruction des cycles fondamentaux du premier 
ordre est un cycle du troisième ordre, et ainsi de suite. 


§ VII. — Du genre 3. 


Operations À, B, C, D (fig. 61 à 64). — Nous étudierons ici les ope- 
rations A, B, C, D analogues aux opérations A, B, C du § VII et qui 
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s'appliquent à des dodecagones dont les côtés opposés sont conju- 
gués : 

A=|S’, 8’, S”, So, se, S-1|, 

B=|S, 8-18’, S-ı57, SS”, S'S, S18], 

C = |S SS"-1, SHS'S7-1, S)S"S"—-!, SSII, H-1, SrSm-tl, 
D = | 8‘)-1§'5) §8’-1§", §()-1§7, S(5—167, 5”, 57-15", 5’-15"|, 


Nous noterons les angles d’un dodécagone par les douze premiers 


Fig. 61. 





nombres, de sorte que, en tournant autour du dodécagone dans le sens 
positif, les nombres qui indiquent les angles croissent de cing unités 
(mod. 12). 
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Les figures ci-dessus indiquent les dodécagones 1’,..., 8’ déduits des 
dodécagones 1, ..., 8 par les opérations A, B, C, D. 


Des polygones hyperelliptiques. — Toutes les opérations sur des octo- 
gones sont permutables avec l'opération 


|S-1, 8-1, S71, Si. 


Nous avons été conduit à considérer dans le § VII cette opération 
comme égale à 1. Dans le genre 3, cette opération a pour analogue 


A5—]|S-1, S'-1, S7-1, S"-1, Sm-1, S(S)-1 |; 


les opérations L, M, N du § VI engendrent pour p = 3 un sous-groupe 
permutable avec A®. Les opérations A et B appartiennent à ce sous- 
groupe. Mais l'opération C ne lui appartient pas, et, en faisant C sur un 
dodécagone dans lequel les axes des substitutions sont concourants, on 
obtient un exemple de dodecagone hyperelliptique dans lequel cela 
n'a pas lieu. Soient, en effet, 

S — 2,2; S' — 2,2, S’ = 23,2, 

S” = 2,3, S'#)— 3,2, SF; — 2,2, 


(S) —2,2,2,2,, (S') = 2,222, (S’) = 2, 22,2, 
(S”) = =, 2;, So) = 2,2,, SG) — 2,23; 
les axes des trois dernières passent au point double de 2, et les axes 
des trois premières n’y passent pas en général. 
Tn£oreme. — CA® et CA? engendrent un groupe fini. 
On a, en effet, 


CAS=]S"S-1S(5)-1, S7S'—-18(5-1, Ss" S7-18508)-1, SH)S(G)—1, St), SH)ST-1 |, 
d’où 
( CA‘ yo, 
(CA?) = |S) S"S7-1, SH)SH)-1, Sa)-1, Hrgm-i, STS-ISW-1, STS/-iSW-1], 


(CA?) = |S'-180-1, §/-18, gr-igmg, S)-18G)§, s-igrgr-ig., St], 
(CAT) = |S-1, S-1S8)-1, §-1G15)-1 GH) G)-1, G'-1 9" G"-1 GH) GiH)-1, S'-1G"S/-18, Sig], 
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el 
(CA?) — 1. 


D'ailleurs 
CAS(CA?)-1— A!, 


dont le cube est l’unité. Soit une équation fuchsienne de genre o 
à trois points singuliers et pour différences des racines des équations 
déterminantes :, +, +. Le groupe G de cette équation et le groupe Ff, 
engendré par CA® et CA?, sont évidemment isomorphes. Je vais 
montrer que cet isomorphisme est mériédrique et que $ est isomorphe 
holoédriquement au groupe des transformations en elles-mémes de la 
surface de Walther Dyck à 96 feuilles (Mathematische Annalen, t. 17). 


On peut prendre comme polygone générateur de G le triangle MNPQ 
2 


(fig. 65), dans lequel MN et MQ, PN et PQ sont conjugués, et M = > 


Fig. 65. 





N =Q = ;; A‘ correspond à (MN in MQ), CA® à (PN in PQ). Si l'on 
considère le triangle Q'M'N'P° placé comme l'indique la figure, 
QMNP est le transformé de Q’M’N’P’ par une substitution hyperbo- 
lique, dont l’axe passe par les points P et R. A cette substitution 
hvperbolique correspond l'opération 


CA®A*CA&®A-* = CA-?CA?. 
Or 


CA-*CA?#= | SMH)-1§() §8/-1, SH-18 767! SH) -1§ 787-1, §/§"-1, SIS"-1, S'|, 
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et, en élevant au cube, 
(CA-?CA)?=1, 


or la surface de Walther Dyck peut se représenter naturellement 
comme il suit: le polygone générateur du groupe fuchsien est formé 

. . . T . 
de quatre octogones réguliers dont les angles sont égaux à — et qui 


sont réunis par un sommet. Je désigne les paires de côtés conjugués 
par yo, Ya, et les substitutions du polygone par E;;, de telle sorte que 


Zi; = Yo in YB, 


oul=1,2, 3,7 —1,2,3, 4. 
On a entre les Z;; les relations suivantes : 


2; a Is 2; — 1, ( i= I, 2, 3), 


2; ej 2 =I, (J — I, 2, 3, 4). 


Imaginons les triangles QMN, Q’M’N’ (fig. 66) dont nous nous 


Fig. 66. 





sommes occupés tout à l'heure, placés comme l’indique la figure. 
CA-?CA? correspond à la substitution (Q’N’ in QN); or &,, est le cube 
de cette substitution. Ainsi à &,,, dans G, correspond dans £ l’unite. 
La substitution &,, est le cube de (RS in R’S’). Le quadrilatere RSR’S’ 
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n'est autre que le quadrilatère Q’NQN’ transformé par une substitution 
de G. Donc l’opération de £, qui correspond à (RSinR’S’) est la trans- 
formée de l'opération qui répond à (Q’N in QN’) par une opération de £. 
Mais Q’N inQN’ = QNinQ’N’, et à QNinQ’N répond (CA-?CA?)-'. 
Ainsi, à Z,, répond une transformée du cube de (CA-?CA?)-', c’est- 
a-dire 1. 

En vertu de la relation Z,,2,,X,, — 1, à £,, répond aussi dans # 
l'unité. On démontre aussi facilement qu’à 2,; et à Z,, et, par suite, 
à 2.;, pour les quatre valeurs de 7, correspond l’unité dans £. 

Par suite, on aura toutes les opérations distinctes de £ en ne pre- 
nant que les seules substitutions de G, qui transforment un point situé 
dans le polygone précédent en un point encore situé dans ce poly- 
gone; le groupe $ est donc fini. 


Remarque. — Toute relation de genre 3 peut se représenter sur un 
polygone de vingt-quatre côtés, tel que celui que nous avons choisi 
pour image de la surface de Walther Dyck. On repassera de cette re- 
présentation à celle qui nous est habituelle, comme il suit. Les rela- 
tions entre les 2 résolues par rapport à 2,;(7 = 1, 2, 3,4) et par rap- 
port 4 2,,(¢ =1, 2, 3) donnent 


en égalant les deux valeurs obtenues pour Z..,, on trouve 
ny dir dia yy si gg! ESS I 21801871 <1, 
égalité qui peut s'écrire 
wy Sur Dis De Di Do. 2 


V-19-1V1S-1$-195-1 V v S 1 F-1V-1 1 


ce qui, en posant 


— Vv S 5 v , - 7 — V-1 S-1 
S — À, Li 8,9233, 351 3: 9.2 1,9 S = 22, 
Su ©. fea, — ¥ a5) — S-1 
be) --- 2,!, Sie, = À,2,,, be) 3) — u ER 


devient 
SS'-1S"S7—-1S0)S(5)-1,S—-1S'S7—-167 810-1005) — 1; 
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S, 8’, 8’, 8”, SW, S® sont donc les substitutions d’un dodecagone dont 
les côtés opposés sont conjugués. Voici maintenant les expressions de 
x;; en fonction des S obtenues en résolvant ces formules : 


Du = ST", %,, = S"SWH-157 57-1, 12, = S"S"-150; 

Li S78"-', Eu = $"5"-150, 232 = SW}; 

LZs—=S'S'-1, 2,,=—S, a = 5-'15'5"-1; 

+S’, La = 8’-'8"S87-1§ §(5)-1§-18/§"-1, 3, — S'S'-1SSHS(N—IST STI, 


La surface de Dyck fournit, par l’application des théorèmes du § VI, 
un groupe fini dont on determine, comme il suit, un systeme de deux 






138 (214) 


iba 





f 1119) 


opérations fondamentales. Faisons tourner l’octogone P (fig. 67) de 


T ° . , , 
7 autour de son centre et imaginons que le polygone générateur tourne 
4 
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avec lui, les substitutions du nouveau polygone sont 


(Zu) = 25, (291) = 3752, (S31) = 251 313315; 
(X42) = Sars (2) = 251271. (232) = 2; 

(3,3) = 371354271: (S93) = 21,253, (233) = 233; 

(X44) = 2,1237}; (Zu) = 233, (2,,) = 233 Zu. 


Par les formules données plus-haut et qui font correspondre unideter- 
minativement à tout polygone de vingt-quatre côtés un dodécagone dont 
les côtés opposés sont conjugués, on obtient l'opération de période 8, 


| S"-15"5'-15,5W-1595, S9-15"75’-18', 8’, 8’, 8” |. 
L’octone P étant décomposé en triangles équilatéraux égaux entre 
Tw 


eux et dont les angles sont 7’ faisons tourner le polygone générateur 


de 25 autour du centre du triangle T. On a 


(S41) = 23}, (251) = 22,27}, (X31) = 2,335: 
(Ze) = Shh 2, (22) = 251 3 21, (X52) = 2153 

(Sis) = 23312373311 (Xq3) = 2371273, (Bas) = Lis 

(Zi) = Lu (2a) = 253255, (23s) = X22 die 


l’opération correspondante est 
| S’—1, S”-1, S(4) -1, S(5)—1, S, S' | — A. 
Tu£oreme. — DA? et DA° engendrent un groupe fini isomorphe au 
groupe des transformations d’un cube en lui-même; D et DA? engendrent 


un groupe fini isomorphe aux transformations d’une surface hyperellip- 
tique en elle-même. 


DAS — | S’-18'8-16(5)-1 St), S#—1 Ss, 5”-1 S(5), Sr-1, Sr-ıg, 67-18" |. 
DA? = | S)-1$”, §”, S’-18", 7-19, S'-1S/S-18:5—1804), S718) |, 


Le calcul donne 
(DAS\*=1,  (DA%)§==1,  [DA®(DA*)—"8 1; 


ce sont précisément les relations qui existent entre les deux rotations 
fondamentales qui engendrent toutes les transformations d’un cube en 


318 x. STOUFF. 


lui-même. Comme le groupe des transformations d’un cube en lui- 
même n’a pas de sous-groupe distingué, les deux groupes présentent 
un isomorphisme holoédrique. Le calcul donne aussi D? = 1. Comme 
on a aussi (DA?) = ret (A?) = 1, on voit que Det DA? engendrentun 
groupe isomorplie avec le groupe d'une équation fuchsienne à trois 
points singuliers et ayant 5, ;, 4 pour différences des racines des équa- 
tions déterminantes. Reprenons la figure que nous avons faite pour le 
cas où, dans une rotation hyperelliptique de genre 3, y = ÿR(æx), les 
huit racines de R(x) forment les sommets d’un cube. On suppose que, 
dans le triangle MNPQ (fig. 69), à (MQ in MN) correspond A?D; à 





(PN in PQ), D; A? répond à une rotation de 5 autour de Q dans le sens 
positif. DA‘ répond évidemment à la substitution hyperbolique qui 
transforme l'arc 6N s ı dans l’arc TQS. Or 
(DA®)?= 1. 
Donc à (611 in 512) répond l'unité; (94 in 103) et (27 in 38) sont des 
transformées de cette substitution. L'unité leur correspond aussi. La 
substitution hyperbolique 16 in LP est le produit d’une rotation de 
180° autour de M, qui répond a(A?D)? par une rotation de 160° autour 
de Q, qui répond à A°. Or 
(AD)? AS— A*[(DA?)* AS] A-?. ° 
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Le calcul montre que 
[DAPAPSı. 


Ainsi, à 16 in 127 répond l’unite. 

Le groupe engendré par D et DA? est donc isomorphe holoedrique- 
ment au groupe de transformations uniformes en elles-mêmes d’une 
surface hyperelliptique de genre 3, lorsque les huit racines forment 
les sommets d’un cube. 


Tatortme. — AB est une operation de période 7; A est une operation de 
période 12, et À engendre, avec une opération de période 2, un groupe 
isomorphe à celui d’une double pyramide régulière de vingt-quatre faces. 


Autre exemple. — Nous donnerons encore un exemple de groupe fini, 


Fig. 69. 





fourni par une surface régulière du § IV. Cette surface se représente 
naturellement sur le polygone figuré. Soit (fig. 69) 


H,=A,B, in AH, MH :ABin A, Hy == A,B, in AH, 
= BC in E,D,, Gin ED,  6,::B,C, in ED, 
H,G, in EF, HG, in ER,  @,= HG, in E,Fs 
=G,F, in GD, 1, =G,F, in ,D;, 1, =GF, in CD, 
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Les sept cycles du polygone 
A,AsA,, F, G,C,D,, F,G,C,D,, F;G3;C,D,, HE, B,, H,E,B,, H;E,B, 
donnent 
H, H,H, = I, 
0 '1,0,07'=1, 67'H:16, = I, 
8,'11,8,17'=1, 8-'H,'8,= ı, 
8e-'1,8,1;'= 1, 8,'H,'6, = 1. 


En éliminant ©, , ®,, ©,. puis H,, H,, Hs, on a la relation 


6, 1,6, IT! 0,1,0;' 1,'0,1,87' I, ' 1, 
H, = ®,1,07' I!, H, = 0,1,9;' 1,', H, = 8,1,87' Ty); 


a une relation de 120° autour du centre O du polygone répond l’opera- 
tion de période 3, 


(8,)=6,, (8,)=8$,, (8,)=6®,, (L)=1, (1,)=1,, (1) =]; 


si l'on fait tourner le polygone de 180° autour de P, les deux polygones 
M,B,C,D,E,F,G,H,N, et M,B,C,D,E,F,G,H,N, sont remplacés par 
deux autres, limitrophes du polygone générateur en G,F, et C,D,. 
Ona 
(8,) = H,=—89,1,0;' I,', 
(8,) = L,' H;! I= 0,0)! 0;' I;. 
(8) =1,97'5'=11,0,'1,'17'; 
(L)=B, (i) =F Ty’, (13) = 1. 
La relation entre les © et les I peut s’Ecrire 
1;'.0,.1,1,0;'.0, 15! 0;!.1;'0,1,1,0;!.0, 15'051; '1, 
x 13.97'1.8,153'17'.8,1,97'.8,15'17'0,'1,.17'08,.8,1,97'= ı, 
et, en posant 
S=1;', S'—6;:, S'=1,1,0;1, $"=818,', 
SU —15'0,1,1,0;', $S®=1'8,8,107", 


on à 
SS'-18787—1804) §()-1§-1 §/8"-1§7 8S -18(6) = 1, 


Les S sont les substitutions d’un dodécagone dont les côtés opposés 
sont conjugués. Les deux opérations calculées engendrent un groupe 
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ısomorphe au groupe des transformations d’un tétraèdre régulier en 
lui-même. Le polygone OA,M,P,N, A, dans lequel OA, et OA,, A,M, 
et A,N,, P,M, et P,N, sont conjugués, engendre une équation fuch- 
sienne à quatre points singuliers, deux differences égales à 5 et deux 
autres égales à +. Le groupe de cette équation, ayant comme sous-groupe 
distingué le groupe de genre 3, fournit encore un groupe fini £ d’ope- 
rations. Nous connaissons les opérations fondamentales qui changent 
OA,M,P,N,A, en un polygone proprement équivalent ; à ces opérations 
correspondent les opérations fondamentales d'un groupe admettant 
£ comme sous-groupe distingué. 


Opérations inverses. 


Jusqu'ici nous avons réservé le nom de proprement équivalents à deux 
dodecagones 1, 6, ..., 8; 17, 6’, ..., 8’, qui engendrent le même 
groupe, dont les côtés opposés sont conjugués, mais tels que les nom- 
bres qui indiquent les angles croissent régulièrement de cinq unités 
(mod. 12) lorsqu'on parcourt le contour des deux dodécagones dans 
le sens positif. En étendant la dénomination de proprement équivalents 
a deux dodécagones dont les côtés opposés sont conjugués et qui 
engendrent le même groupe, mais tels que les nombres qui indiquent 
les angles eroissent régulièrement de cinq unités (mod. 12) quand on 
parcourt le contour de l’un dans le sens positif et celui de l’autre dans 
le sens négatif, on définit en même temps de nouvelles opérations que 
nous appellerons operations inverses, en réservant le nom d’operations 
directes aux opérations considérées jusqu’à présent. Le produit de deux 
opérations inverses est une opération directe. Le produit d'une opéra- 
tion directe par une opération inverse, ou zvce versd, est une opération 
inverse. D’après cela, il suffit, pour engendrer toutes les opérations 
directes et inverses, d’adjoindre à un système fondamental d'opérations 
directes uge seule opération inverse, par. exemple 


K = |S, S5-1, SW-1, S7-1, 871, g7-1], 


qui transforme 1, 6,...,8 en 1,6’, ..., 8’ (fig. 70). 
Nous avons étudié différents cas (§ V) où un groupe G de genre 3 


est sous-groupe distingué d'un groupe T de substitutions directes et 
Ann. de l’Ec. Norm. 3° Serie. Tome V. — SEPTEMSRE 1888. At 
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inverses. Soient Rle polygone générateur de G et R’ son transformé par 
une substitution inverse de T': les expressions des substitutions de R’ 
par R définissent une opération de période 2. 


Fig. 70. 





Exemple. — Le polygone générateur de Test (fig. 71) 
M, A, B, M, A,B,M,A;,B;M,A,B,, 
dont les substitutions sont les quatre substitutions directes 


>, — M,A, in M.,B,, 2, — M, À, in M;B,, 
2, — M; A; in M, B;, 2, — M, A, in M, B,, 


et les quatre substitutions inverses T,, T., T,, T, définies par les côtés 


Fig. 71. 





de troisième espèce A,B,, A,B,, A,B,, A,B,. En prenant le symétrique 
de ce polygone par rapport à A,B,, l'ensemble donne un polygone gé- 
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nérateur de G, dont les substitutions sont, outre les £, 


A — ALB, in A, B,, A'= A,B, in A,B, A’ = A,B; in A, B,, 
5,=MAiinM,B, Z—M,A,inM,B, 2,— MA‘ in MB}, 
>, = MA. in MB, 


avec les relations 


3,2,3,;3,=1, 3,2,2,2 <=, 


2,A2,'A'= I, 2S A I= D 2, A’ 2! ACH! =I. 


(1) 


Les transformées de ces substitutions par T, ont pour valeurs 


(2,) =), (3,)=2,, (3,)=2,, (2,)=2,, 
2,=— 2 2, = À;, =, = À,, 


(A) = AT, (A!) = Ar, (A) = Art, 


Remarque. — Si un polygone est tel que les substitutions ainsi de- 
finies soient les transformées des anciennes par une substitution in- 
verse T,, le polygone générateur de T admet quatre côtés de troisième 
espèce et, par suite, G engendre une courbe du troisième genre à 
quatre branches réelles. 

Comme T, transforme =, en elle-même, les axes de T, et de X, coin- 
cident; T, transformant À en A~' transforme en lui-même l'axe de A, 
ce qui ne peut avoir lieu que si T, a une ligne de points doubles per- 
pendiculaire à cet axe. Soit T, = AT,, T, a aussi une ligne de points 
doubles; or de T,2,T, = Z,et ZE, AË, A "= 1, on déduit 


2, — AT, ZT, AT! . 


donc les axes de T, et de ZX, coincident. On retrouve ainsi comme 
polygone générateur de T le même polygone que plus haut. 
Si entre les relations (1) on élimine Z,, £,, £,, Z,, on obtient 


2,2, 2, A’ Ly AVA’ EST AA TZ A =o, 
qui peut s’écrire 


AD. MAME! N, AA-13,,APA-1 ES AAI 31 5, AA'-13, A'A"-15, 


AW" 25.3, A A!-1, 2-1 SAA ESE DAAD AT AT 3-1 ATA Sot AAT Erz. 
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En posant 
À — S, 2,'— Ss‘, A’ A-!3, 1 = S’, Z;' ATA Ag: 8", 
A” ATE EST ATA ESS 1— Sb) x, 1 Ar Al- -LS- start. Ad: 1 — Si, 


les S sont les substitutions d’un dodécagone dont les côtés opposés 
sont conjugués. En résolvant les équations précédentes par rapport à 


/ " Y 
A, à 9 à SD, Do Ds 


A=S5, A — S'S'-IS, Ar SH 87-1878'-18, 
2,—S'-!. X,=_ S'S7-1, X,—- SMS -1, 


les autres & sont donnés par 
Li SHSO-18"9"-18/,  L— S-1S"S 
N S-18'S7-18"S 1, YY -S-18/S"-1 SSIS STI S"S IS, 
A l'aide de ces formules, on obtient l'opération inverse de période 2 


Q=|S-', S-IS'S, S-IS'S'-IS'S, S-1S/S’-1S"S"-18'S, 
S-1$/ 8-1 sSusrs rss S-1$/S"-187S01-18, S(N-16" 





qui est telle que, lorsque les nouvelles substitutions sont les transfor- 
mées des anciennes par une substitution inverse, le dodécagone en- 
gendre une courbe du troisième genre à quatre branches réelles. 
Soit P le polygone générateur del’. Les polygones proprement équi- 
valents à P s’obtiennent de la même manière que les polygones équiva- 
lents à un polygone de genre o ayant quatre cycles dont les sommes 


Fig. 72. 
TT 
a --”" \ 
2, } 
\ rn | 
/ É 
fr 
7 
-“ a 
Lz 3 


a, 


d’angles sont différentes de 27 et égales entre elles. Les contours com- 
plets A,B,, A,B,, A,B,, A,B, jouent ici le rôle des quatre cycles. 
Imaginons dans un plan quatre coupures partant d’un point m quel- 
conque et allant aux quatre points singuliers a,, a,, @,, a, (fig. 72) 
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de l’équation de genre o. On transformera ce système en un systeme 
proprement équivalent quelconque en combinant les deux opérations 


a y > _ > . 
| 299 2;, 2, 2; |, | Ze, 2, 2,2, 2;, 2, |; 


suit (P) un nouveau polygone proprement équivalent à P. Le polygone 
(R) dérivé de (P) est proprement équivalent aR. A |2,,2,,2,8,| 
correspond sur R l'opération 


(Zi) = à, 2») == 23, (2,)=3,, 


x, ) = AX AT," (2, )= A2, AT, 2, )= AZ, Am, 
(=, (AY) = ATA, (AN) Art, 


et, en se servant des formules plus haut, on obtient sur un dodecagone 
l'opération 
U == | 87571, S7S"-1, SS", Sa gr-ı, 
S-18/S"-197 SW) -1 8 8"-1, G-18"-1]. 


A PT SL 'E,E, x3 x, | répond 


, __ … __ wen % __ LS _ Vv 
2,)— 2;, (2)=2S'£,2,, 2) — 33, 2) = à, 
ry __\ LB di _ ry. A — ye Vv - 4 


(AVS SAN, (A)=AAT, (AN) = AMAT, 


et sur le dodécagone 


V =|S/S-'S!-!, S’S7-18(S9)-18/-1, S1SS/-187 97-1918 S)-18/-1, 
S”SS'-18" 87-180) S5)-1 8-1) SCH § 8/14" 7-18 (4) G15) -18/-1, 
SM SS-18" 87-1804) $)-1 8/1, 


Les deux opérations U et V sont permutables avec Q, ainsi que le 
b 
groupe qu’elles engendrent. 


Autre exemple, — T est engendré par le polygone (fig. 73) 


M, A, B,MsA, B,M; M, M;M,, 
NM, À, in W,B, = =) M. A. in M, B, — 2); 
WM; M, in MM, = 0,, M,M; in M,M,-= Q.; 


il n’y a pas de côtés de deuxième espèce : A,B, et A,B, sont de troi- 
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sième espèce et définissent deux substitutions T, et T,; en posant 

A OT, O,—T,O,T, &%=T9T, Z,—T,XT, =TST, 

A, les © et les Z’ définissent un groupe de genre 3; on a les relations 
X,3,0,0;'0'0,=1,  23,2,8,85-18-18,—1, SABAH 1: 


Fig. 73. 





on obtient l’opération inverse 


x)= 2;, (2) = 2, (2,)= 22, 


(9,)=06;, (0,)=9,, (9,)= 9, (O,)= 8; 


on repasse au dodécagone par les formules 


id 


=: A, S'— 2;!, Ss’ 0, A-'2;', 5” — 0,A-1237!, 
SG = 0710,07! A-1237", S‘*} = 0710,07" A-125'. 


ee ee ne ce rr ee eC m m m m m me « © 


SUR LE 


PROBLEME DE DIRICHLET, 


Par M. Jures RIEMANN, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 





INTRODUCTION. 


Un des géomètres qui ont fait le plus avancer la solution du pro- 
bleme de Dirichlet, tout au moins dans le cas de deux variables, est, 
sans contredit, M. Schwarz. Le travail le plus important et le plus com- 
plet qu'il ait publié sur cette matière se trouve dans les Monatsberichte 
de 1890 ('). Aen juger par l’extröme concision du texte, ce Mémoire 
ne devait être, dans l'intention primitive de son auteur, que provisoire; 
c'est du reste ce qu'il dit lui-même dans un travail ultérieur, inséré au 
Journal de Crelle (?), dans lequel il développe, avec uneélégance et une 
précision rares, la partie de la théorie relative au cercle. Depuis, 
M. Schwarz semble avoir renoncé à son projet : c’est ce qui m'a con- 
duit à essayer d'expliquer, au moins en partie, ce que son Mémoire 
pouvait présenter de trop concis. 

Ce Mémoire comprend d’abord une méthode générale de combi- 
naison, permettant de passer d’aires simples à d’autres plus compli- 
quées ; puis des applications de cette méthode. En premier lieu, le 
théorème général de M. Schwarz m'a paru susceptible d'extension. 


(!) Pages 767-795. Nous ne nous sommes guère occupé que des treize premiers para- 
graphes. 


(2) T. 74 (année 1872), p. 218-253. 
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Convenons d’employer les expressions suivantes, qui abrégeront le 
langage : lorsque les valeurs données sur le contour n’éprouveront pas 
de discontinuité, nous dirons qu’il s’agit du problème classique ; au 
cas où ces valeurs éprouveraient des discontinuités en un nombre 
limité de points singuliers du contour, nous dirons qu'il s'agit du pro- 
blème generalise. Le problème généralisé renferme une condition qui 
se trouve remplie d'elle-même dans le cas du problème classique : c'est 
que la fonction inconnue ne doit pas croitre indéfiniment dans le voisi- 
nage d'un point singulier. Ceci posé, M. Schwarz énonce ainsi son 
théorème : « Soient S, et S, deux aires se recouvrant en partie, S l’aire 
constituée par leur ensemble. Si l’on sait résoudre le probleme genera- 
lisé pour S, et pour S,, on sait aussi le résoudre pour S, à condition 
que S, et S, soient limitées par des lignes anal tiques. » 

J'ai remarqué que, lorsqu'on savait résoudre pour une aire S le pro- 
bleme classique, il était tres facile de construire, à l'aide d’un nombre 
F — Yo 


» une fonction U résolvant le pro- 
XL — Lo e 


limité de fonctions arc tang 
blème généralisé. Cette remarque permet déjà de remplacer, dans 
l'énoncé du théorème, le mot generalise par le mot classique. Ensuite, 
M. Schwarz se sert dans son raisonnement de ce que le problème gé- 
néralisé ne peut avoir plus d'une solution, ct c'est pour cela qu’il est 
obligé de supposer que S, et S, sont limitées par des lignes analy- 
tiques. Or la construction que j'indique ne peut fournir qu’une seule 
fonction U; à cette fonction s'étendent les propriétés des fonctions 
harmoniques dans une aire et continues sur son contour: en parti- 
culier, lorsqu’une série de fonctions U ayant les mémes points singu- 
liers converge uniformément dans une aire S, elle definit, pour cette 
aire, une nouvelle fonction U. Ces fonctions U sont donc la gene- 
ralisation naturelle des fonctions harmoniques dans S et continues 
sur s: c’est en leur appliquant le raisonnement de M. Schwarz que je 
résous le probleme pour l’aire formée par l’eusemble de S, et deS,, 
sans qu'il soit nécessaire de supposer analytiques les contours s, 
et s,. 

En second lieu, M. Schwarz énonce que, grâce à ce théorème, on 
peut résoudre le problème pour toute aire limitée par un nombre fini 
d'arcs de lignes analytiques. Je développe ce point très important en 
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gone sur la surface d'un cerele, il cherche à établir la même possi- 


bilité pour une aire S quelconque à connexion simple. Au fond, la 
conclusion à tirer de cet intéressant Mémoire est l'existence, pour 
l'aire S, de la fonction de Green relative à un point intérieur quel- 
conque, dans le cas où l'aire S est convexe vers l’extérieur. M. Harnack 
a traité la même question, en partant également du polygone, mais 
d'une façon plus simple et qui n’exige pas que l'aire S soit convexe; 
sa méthode s'étend même aux aires à connexion multiple. Du reste, il 
m'a semblé que sa démonstration était encore susceptible de simpli- 
fication. 

J'ai divisé mon travail en quatre Parties. Dans la première, je m'oc- 
eupe d'abord du probleme de Dirichlet classique et des propriétés des 
fonctions harmoniques dans une aire et continues sur son contour. Je 
passe ensuite à la représentation conforme, et je m'efforce d'établir, 
avec toute la précision possible, les principes fondamentaux de cette 
théorie. Enfin j'arrive au problème généralisé : je développe ma solu- 
tion, et j'étudie les propriétés des fonctions U. La deuxième Partie est" 
consacrée exclusivement à la discussion du Mémoire de M. Sehläfi. Dans 
la troisième Partie, je commence par définir les ares réguliers de lignes 
analytiques et j'étudie leurs propriétés les plus importantes. J'expose en- 
suite, avec les modifications que j'ai indiquées, la méthode de combi- 
naison de M. Schwarz; puis je m'en sers pour résoudre le problème de 
Dirichlet pour toute aire limitée par des ares réguliers de lignes analy- 
tiques. Enfin la quatrième Partie est consacrée aux travaux récents de 
M. Harnack. Je donne d'abord la méthode par laquelle le savant géo- 
mètre construit, à l'égard d'une aire quelconque, la fonction de Green. 
Je n'ai pas cru pouvoir me dispenser ensuite de montrer comment, 
tirant parti de ce premier résultat, il résout le problème de Dirichlet 
dans toute sa généralité et démontre en outre que le problème géné- 
ralisé ne peut avoir plus d’une solution. Maïs, sur ces derniers points, 
j'ai été fort bref : j'ai surtout cherché à faire ressortir la marche géné- 
rale des idées, et ne me suis pas astreint à passer par tous les inler- 
médiaires. 


ns | 
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de s par un chemin quelconque, u(x, y) prend des valeurs qui tendent 
vers m. 

C'est à ce probleme que nous donnerons le nom de probleme de 
Dirichlet. Pour qu'il puisse admettre une solution, il est nécessaire que 
la valeur zn relative au point M soit, lorsque le point M décrit la ligne 
du contour dont il fait partie, une fonction continue de l'arc de cette 
ligne. Cela résulte d’un théorème général dont je me contente de rap- 
peler l’énoncé ('): | 

Soit AB un arc appartenant au contour s. Si une fonction u(z,y), 
uniforme et continue dans S, prend en chaque point M de AB une 
valeur déterminée m, m est une fonction continue de l’arc AM. En 
outre, u(æ,y) tend vers m uniformément tout le long de AB. 

Voici un autre théorème dont nous nous servirons : Si l’on peut faire 
correspondre à chaque point M de l'arc AB un chemin (intérieur aS 
et variant avec M d’une manière continue), tel que, le point (x, y) 
tendant vers M par ce chemin, u tende vers m uniformément tout le long 
de AB, cela suffit pour en conclure que u(x, y) prend la valeur m en 
chaque point M de AB qui ne soit n1 A ni B. 

Enfin nous emploierons souvent l'expression suivante. Quand une 
fonction continue dans S prendra en chaque point de s une valeur de- 
terminée, nous dirons que cette fonction est continue dans S et sur s. 


2. Voici encore quelques résultats bien connus que je rappelle : 
u étant une fonction harmonique non seulement dans S, mais dans 
une aire & renfermant l’aire S tout entière à son intérieur, on a 


Ss 
d oe oe ’ . ’ a ° oe e 
7, désignant la dérivée suivant la normale menée à l'intérieur de l’aire. 
On a aussi, en chaque point A intérieur a S, 
I 
dlog- 


u o ı du 
= — u — _ — 
27 J, dn Or dn 





di, 





(1) Je renvoie, pour la démonstration de co théorème et du suivant, à un Mémoire fort 
remarquable de M. Painlevé, publié dans lo tome II des Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse, p. B.19 et suiv. 
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r représentant le module de s — a. De là nous déduisons un premier 
résultat interessant. Supposons que S soit l’aire d'un cercle ayant 
pour centre le point z, et pour rayon p. Posons re? = 3 — z,. Soit 
u(z,y) = v(r, 9) une fonction harmonique dans Set continue sur s ; 
appelons /(z) la valeur qu’elle prend au point (p, 9) : f(g) est une 
fonction uniforme de l'angle polaire 9; cette fonction est continue 
pour toute valeur de la variable et admet la période 27. Soit u, la 
valeur de # au centre du cercle; je dis qu'on a 


war f Hay 0, 


Soit, en effet, S’ un cercle concentrique à S et de rayon r moindre 
que p. Ona 


, . 27 
dog - 

a ( or 1 du LI Le DA 

wae JE log - “uf er, yay, 


1 27% 1 ıTz | 
(1) wif fous repré 
Maintenant, comme la fonction z tend vers /(¢) uniformément tout 
le long de s, à chaque nombre € on peut faire correspondre un nombre 
ñ tel que l’on ait 
le(r,y) — /(2)1<e, quel que soit 4, 


sous la condition 5: — r< x. Sous cette condition, le second membre de 
l'égalité (1) est done, en valeur absolue, moindre que e. Or le premier 
membre de cette égalité ne dépend pas de r : il est donc rigoureusement 
nul, c’est-à-dire que l'on a bien 


maf say 


Si f(y) est une constante C, u, est égal à C. Si /(4) n'est pas une 
constante, &, est inférieur à la plus grande et supérieur à la plus 
petite des valeurs de /(Ÿ). On déduit de là qu’une fonction harmo- 


(1) Voir Scuwanz, Journal de Crelle, t. 54, § 3. 





— + - 
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nique dans une aire ne peut avoir ni maximum ni minimum à l'inté- 
rieur de cette aire. 


3. Revenons à une aire quelconque S. Soit encore u(x,y) une 
fonetion harmonique dans S et continue sur s. Les valeurs de cette 
fonction sur s, formant un ensemble fini, ont une limite supérieure g 
et une limite inférieure Æ. Je dis que, pourvu que u(x,y) ne soit pas 
une constante, ses valeurs à l’intérieur de S sont toutes plus petites que 
g et toutes plus grandes que #. (Ce théorème sera souvent appliqué 
sous cette forme : si l'on a en tous les points de s l'inégalité |u| <<, 
on a aussi cette inégalité à l’intérieur de S.) 

En effet ('), les valeurs de la fonction w dans S et sur s forment aussi 
un ensemble fini : elles ont done une limite supérieure g’ et une limite 
inférieure #. Considérons la limite supérieure g’. On a uSg’ dans S 
et sur s. Je dis que, dans S, l'égalité w= g’ est impossible. 

Supposons, en effet, qu'au point A on ait u = g’. Alors les valeurs de 
u le long d'un cercle quelconque ayant A pour centre et intérieur à S 
seraient égales à g’; car, s’il n’en était pas ainsi, une des valeurs de x 
le long de ce cercle serait supérieure à g’. u serait donc égal à g’ dans 
tout le cercle ayant A pour centre et tangent intérieurement as. On 
pourrait ensuite recommencer le même raisonnement en remplaçant le 
point À par un point A’ du contour de ce cercle. On parviendrait donc 
à démontrer que west égal à g’ dans toute l'aire S, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. Ainsi done on a, en chaque point intérieur à S, l'iné- 
galité u € g'. 

Mais, d'après un théorème connu, il doit exister au moins un point 
M, situé dans S ou sur s, tel que les valeurs de la fonction u dans le 
voisinage de M aient toujours g’ pour limite supérieure, quelque res- 
treint que soit ce voisinage. Que ce point M soit à l'intérieur de S ou 
sur s, g’ est la valeur de la fonction en ce point, parce que u est une 
fonction continue dans S et sur s. Nous venons de voir qu’un tel point 
M ne peut être à l'intérieur de S : il est done sur s. g est donc la plus 
grande des valeurs de u sur s, c'est-à-dire g — g. On a donc, dans S, 
l'inégalité u < g. 





(1) Senwanz, doc. cit., § 10. 


Ee 
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la partie réelle de F(z) est harmonique dans S. Or considérons l’in- 
2% i ~ ~ 

tégrale tf Sy) fap = d}. Sous la condition |z — 2,|<p, 

cette intégrale a un sens : elle définit une fonction analytique holo-, 

morphe dans S. La partie réelle de cette fonction ne cesse de coincider 

avec u(x, y). 

En second lieu, M. Schwarz considère la différence 1 — f(¢), où 9 
est quelconque, r étant supposé plus petit que 6. Il démontre qu’à 
chaque nombre positif e on peut faire correspondre un nombre positif 
n, tel qu’on ait l'inégalité 

M—/(p)l<e, 


quel que soit 9, sous la condition p — r << n. Autrement dit, à chaque 
point M de s on peut faire correspondre un chemin intérieur à S et 
variant d’une manière continue avec M, savoir le rayon qui aboutit à 
M, tel que, (x, y) tendant vers M par ce chemin, u (x, y) tende vers 
S($) uniformément tout le long de s. La fonction u prend donc sur te 
cercle les valeurs données. 

Nous avons vu que la fonction y coincide, à l’intérieur de S, avec la 
partie réelle d’une certaine fonction holomorphe dans S. Cette fonction 
a été représentée. par une intégrale définie; mais on peut aussi la re- 
présenter par une série ordonnée suivant les puissances entières et 
croissantes de s — 5,, et absolument convergente dans S : 


af De ER f jtpe-nitay |. 


Considérons les valeurs de wu sur le cercle de rayon r. Leurs modules 
ont une limite supérieure qu'il peut être utile de connaître. On a 


T _ __ ‘ d 
u—w=t fo flo + y) TU peosp) ay 


0? + r?— aprcosy 


_ rir—peosh) dy oot Ja différentielle de arcsin —— tt. 
p+ r?— aorcosy Vo? + r?— 2prcosy 


Ÿ croissant de o à x, cette fonction part de zero, croît jusqu'à la valeur 





. 7 . r . , N 
arcsin- qu'elle atteint pour = arc cos =» puis décroit de nouveau 
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jusqu'à zéro. On peut écrire 


| PY . ' , R-Y% 27% 
ut] ; PAP ELU DER pcos y) ay Pf + | 


pi+ri—2prcosy am — Ÿ, 


Si l’on appelle g le maximum de | /(p)|, on voit que chacun des 
termes entre parenthèses a un module inférieur à g arc sin = Donc 


Ag FT 
ju — uo| 7 arcsin = (!). 


5. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante. 
Soit u(x, y) une fonction harmonique à l'intérieur d’une aire S. Il 
suffit de connaître les valeurs de cette fonction dans une portion & de 
S aussi petite qu'on veut pour pouvoir déterminer sa valeur en un point 
quelconque de S(?). 

Car soit A(x,, Yo) un point intérieur à XZ. De A comme centre dé- 
crivons un cercle c qui soit tout entier intérieur à Z. Comme nous con- 
naissons les valeurs de x sur le contour de ce cercle c, nous savons, 
d’après le numéro précédent, former une série (s) absolument con- 
vergente dans cet dont la partie réelle coincide avec la fonction u. Je 
dis que cette série (s) est convergente dans tout cercle C ayant À pour 
centre et compris tout entier à l’intérieur de S, et que, pour tout l’in- 
térieur de ce cercle C, sa partie réelle représente la valeur de la fonction 
u. En effet, d'après ce qui précède, il existe une serie (S) procédant 
suivant les puissances de 3 — z,, et qui, à l'égard du cercle C, jouit 
des propriétés que nous venons de dire. Les deux séries (s) et (S) sont 
l'une et l’autre convergentes à l'intérieur dec et ont même partie réelle. 
Autrement dit, la série (s — S) est convergente dans ce cerele, et sa 
somme ne cesse pas d'être purement imaginaire. Cela exige que cette 
série se réduise à son premier terme, qui doit être une constante pure- 
ment imaginaire. Ainsi les series (s) et (S) ne different que par leurs 
premiers termes, et cela d’une quantité purement imaginaire. La série 


(1) Scuwarz, § 6. Lo résultat y est énoncé sans démonstration. Le calcul ci-joint est 
indiqué à la page 64 do l'Ouvrage de M. Harnack. 

(2) Scuwarz, § 9. La démonstration qui s'y trouve diffère de la nôtre par ce qu’elle se 
fonde sur la théorie des sérics trigonométriques, au lieu de mettre en jeu les propriétés des 
séries entières. 


Ann. de l'Éc. N: ormale. 3* Serie. Tome V. — Octosre 1888. 43 
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(s) est donc convergente dans le cercle C, et sa partie réelle donne la 
valeur de w pour tous les points de ce cercle. La même conclusion s’ap- 
plique au cercle ayant À pour centre et tangent intérieurement à s. 

Dès lors, soit B un point quelconque à l’intérieur de S. Proposons- 
nous d’avoir la valeur de « en B. Pour cela, traçons de A à Bune ligne 
L qui reste à l’intérieur de S. Nous connaissons la valeur de z en tous 
les points du cercle C. Prenons sur la ligne L un point D intérieur à ce 
cercle; nous pourrons répéter sur ce point D le raisonnement fait sur 
A, et connaître les valeurs de x pour tous les points d’un cercle C’ ayant 
D pour centre et tout entier intérieur à S. On peut, par un choix con- 
venable du point D, faire en sorte que C’ ait des points extérieurs à C 
et situés sur L. On partira alors d’un de ces points, et, continuant ainsi, 
on est sûr de parvenir à un cercle dans lequel les valeurs de u sont 
connues et qui renferme le point B. 

Ainsi se trouve déterminée sans ambiguite la valeur de u en un point 
quelconque de l'aire. En d’autres termes, deux fonctions harmoniques 
dans S ne peuvent coincider dans une portion & de S aussi petite qu’on 
veut sans coincider dans toute l'étendue de S En particulier, siune fonc- 
tion harmonique dans S est constante dans &, elle est, par cela même, 
constante dans toule l'étendue de S. 


6. La somme de plusieurs fonctions harmoniques dans S et con- 


tinues sur s est évidemment une nouvelle fonction harmonique dans S 
et continue sur s. Soit maintenant une série 


(1) U,t+ Ugt Ust... t+ Uat..., 


dont les termes sont des fonctions harmoniques dans S et continues sur ° 
s. J'admets qu'elle converge uniformément dans S: c'est-à-dire qu’à 
chaque nombre positif e on peut faire correspondre un nombre entier z 
tel qu’on ait 

(2) |uarı + Un. tee. Unsp| <E, 


quel que soit p, et pour tous les points de S. Il est clair que cette iné- 
galité a lieu aussi en tous les points de s; car, lorsqu’on tend vers un 
point M de s, son premier membre tend vers une limite qui ne peut de- 
passer €. La série converge donc uniforméinent sur ss. Mais, inversement, 
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peut l’Ecrire 
uU— mM (Sa + rn) —_ (sy + rn) = (Sa — Sn) + la — rue 


On a 
, € € 
ImI<3; [ral < 3» 


quel que soit N; enfin on peut déterminer un cercle C de centre M tel 
que |, — 5, | < 3° pourvu que le point N soit dans ce cercle. On a donc, 


sous cette condition, 
lu— m|<e. 


II. — Théorie de la representation conforme. 


7. Le probleme de Dirichlet est en liaison intime avec la théorie 
de la représentation conforme. Avant d'expliquer en quoi elle consiste, 
je crois utile de revoir quelques propriétés de la théorie générale des 
fonctions, dont nous ferons d’ailleurs un usage continuel dans la suite. 

Soit ,=F(3)=P(x,y)+ıQ(z,y) une fonction holomorphe 
(c'est-à-dire uniforme et continue ainsi que sa dérivée) à l’intérieur 
d'une aire S simplement connexe, dont le contour s est une ligne fermée 
simple. Soit a, une valeur prise par F(3) en un point a intérieur a S. 
L'équation 3, — F(s) définit une fonction z de 3, prenant la valeur a 
pour 3, — a, et représentable dans le voisinage de 3,— 4, par une 


série de la forme 
| 2 
s—a=b(s,—a,)"+c(3,—a,)"+.. *9 


dans laquelle 6 n’est pas nul, et où m désigne l'ordre de la premiere 
dérivée de F(z) qui n’est pas nulle pour s = a. Cette fonction inverse 
est continue dans le voisinage de s,=a,. Il est donc possible de 
trouver un cerele C, de centre a, tel qu’en chaque point b, situé à l’in- 
téricur de ce cercle les m déterminations de 3 soient représentées 
par des points entérieurs à l'aire S. En chacun de ces points, F(3) a la 
même valeur 6,. On peut donc trouver un cercle C, de centre a, qui 
ne renferme que des valeurs effectivement atteintes par F(z) dans S. 
D'une façon plus précise, à chaque cercle C ayant a pour centre on 
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peut faire correspondre un cercle C, de centre a, tel que toutes les va- 
leurs intérieures à C, soient atteintes par F(3) à l'intérieur de C. 

Je fais maintenant, à l’égard de la fonction F(3), une nouvelle hy- 
pothese. J'admets qu’elle prend une valeur bien déterminée en chaque 
point de s. C’est ce qu'on exprime d'ordinaire en disant que la fonc- 
tion est holomorphe dans S et continue sur s. Alors on voit, en se re- 
portant aux principes énoncés dans le n° 1, que la valeur x, de P(x, y) 
et la valeur y, de Q(x, y) en un point de s sont des fonctions continues 
de l’arc des. Il s'ensuit que, lorsque le point 3 parcourt la ligne s 
tout entière, le point 3, parcourt une certaine ligne s,. D'après la defi- 
nition même de s,, on voit qu’à chaque point de s correspond un 
point de s,, et que, réciproquement, chaque’point de s, correspond à 
un point au moins de s. Cette ligne s, joue un rôle capital dans l'im- 
portant théorème que voici : 


Soit a, une valeur, située ou non sur s,, mais prise par la fonction F(s) 
en un point a intérieur à S. Soit d’ailleurs b, une autre valeur non située 
sur s, que l’on puisse joindre à a, par une ligne L ne renfermant aucun 
point de s, (sauf peut-être a,). Il existe dans S un point b tel que 
F(b) = b,. 


En effet, nous avons vu qu'au point a, on peut faire correspondre 
un cercle C, ne renfermant que des valeurs atteintes par F(z) dans S. 
Si le point b, est à l'intérieur de ce cercle, le théorème est démontré ; 
sinon, soit a, le point de la ligne L situé sur le contour du cercle. Ce 
point a, est une valeur atteinte par F(3) à l’intérieur de S; car la fonc- 
tion |F(2) — a, | est continue dans S et sur s; la limite inférieure de 
ses valeurs dans S et sur s est zéro : il y a donc, dans S ou sur s, un 
point a’ tel que F(a’) = a,. Mais, a, n’etant pas sur s,, a’ ne peut être 
sur s : il est donc dans S. Des lors nous pouvons recommencer sur a, 
l'opération faite sur a, et, sinon atteindre, du moins nous rapprocher 
de 6,. En continuant ainsi, et prenant chacun de ces cercles C,, C,, ... 
aussi grand que possible, on parviendra certainement à la valeur b,. Il 
est en effet impossible que les points a, a,, ... se rapprochent indéfi- 
niment d'un certain point /, situé entre a, et b,. Pour que cela fut, il 
faudrait que la valeur /, ne füt pas atteinte dans S; et comme, par le 
raisonnement précédent, on peut montrer quelle est atteinte dans S 
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ou sur s, il faudrait que Z, fat situé sur s,, ce qui est contre l’hypo- 
these. 

Ce théorème nous donne quelques indications sur la nature de la 
ligne s, et la manière dont sont placées, par rapport à cette ligne, les 
valeurs de F(z) à l'intérieur de S. Tout d’abord, les valeurs de F(z) 
dans S et sur s forment un ensemble fini : par suite d’une valeur a, de 
F(z) dans S il doit être impossible de s’éloigner indéfiniment dans le 
plan des s, sans passer par un point de s,. La ligne s, partage donc 
le plan en deux régions : l’une comprend les points d’où l'on peut aller 
à l'infini sans passer par un point de s,, l’autre comprend les points du 
plan pour lesquels cela n’est pas possible. Toute valeur de F(z) 
dans S est située dans la seconde région. La première région renferme 
une partie ou la totalité de s,, et c'est cette partie de s, qui forme le 
contour de la seconde région. Enfin la seconde région a cette pro- 
priété importante qu'il est possible d'aller d’un de ses points à un autre 
sans passer par un point des, appartenant à la premiere région ('). 


8. Nous pouvons maintenant faire comprendre en quoi consiste 
la représentation conforme. Envisageons une fonction 5,— F(z) holo- 
morphe dans S et continue sur s, mais possédant en outre cette pro- 
priélé essentielle : ses valeurs en deux points différents quelconques in- 
térieurs à S sont différentes. A cette fonction s’appliqueront tout d’abord 
tous les résultats du numéro précédent, mais l'hypothèse nouvelle que 
nous venons de faire va leur donner plus de précision. En premier 
lieu, en chaque point a de S, le nombre m indiquant l'ordre de la 
première dérivée qui ne s’annule pas doit être égal à 1; sinon, comme 
on l’a vu, F(s) prendrait la même valeur en des points différents 
de S. Ainsi la dérivée F’(s) n’a la valeur zero en aucun point de 
l'aire S. De la suit que la propriété géométrique qu’a la fonction ana- 
lytique F(s) de conserver la grandeur et le sens de rotation des angles 
ne souffre d'exception en aucun point de l'intérieur de S. C'est cette 
propriété qu’est destinée à rappeler l’epithete de conforme attachée a 
la représentation dont il s'agit. 


(1) Autrement dit, cette seconde région est connere, c'est-à-dire se compose d’une 
seule aire, et non de plusieurs aires séparées. 
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Dans le numéro précédent, nous avons été amené à partager en deux 
régions le plan des 3,, et c'est dans la seconde région seule que nous 
avons eu à chercher les valeurs dans S de F(z). Mais cette région pou-: 
vait contenir des points de s,, et rien n’empéchait un de ces points de 
représenter une des valeurs de F(s) à l’intérieur de S. Il n’en est plus 
de méme ici. Aucune des valeurs de F(3) à l'intérieur de S ne peut 
être représentée par un point des,. Imaginons en effet que le point a, 
de s, corresponde à un point a intérieur à S. Il correspond aussi à un 
point a’ des. Tracons dans S une ligne L qui ne passe pas par a et qui 
aboutisse à a’, et soit C un cercle ayant a pour centre et qui ne ren- 
ferme aucun point de L. Au cercle C on peut faire correspondre un 
cercle C, de centre a, et ne renfermant que des valeurs atteintes dans C. 
À la ligne L correspond une ligne L, aboutissant à a, ; soit b, un point 
de L, intérieur à C,. La valeur 5, serait atteinte en deux points diffe- 
rents de S. 

On voit par là que l’ensemble S, des valeurs de F(s) dans S est tel 
qu'on peut aller d’un quelconque de ses points à un autre sans passer 
par un point de s,. Comme d’ailleurs on ne peut sortir de S, qu’en 
passant par un point de s,, on voit que S, est constilué par les points 
d'une aire simplement connexe limitée par la ligne s, tout entière. La 
fonction 5, — F(s) établit entre les points des deux aires Set S, une 
correspondance univoque : à chaque point de l’une correspond un 
point et un seul de l’autre. 

Voyons maintenant comment se correspondent les points des lignes s 
et s,. À chaque point de s correspond un point, et un seul, des,; inver- 
sement, chaque point de s, correspond au moins à un point de s. Il 
s’agit de voir si un point de s, peut correspondre à plus d’un point 
de s. Pour cela, imaginons que la variable 3 parte d’un point quel- 
conque de s et parcoure s tout entier, mais une seule fois, dans le sens 
direct. Que fera la variable 3,? Elle ne pourra pas garder la même 
valeur pendant que s parcourra un arc de s, car alors F(z) serait con- 
stant dans S ('); elle ne cesse donc pas de se mouvoir sur s,. En se- 
cond lieu, le principe de la conservation du sens des angles apprend 


(1) Four PAINLEVÉ, p. B.28. 
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que s, marche constamment dans le sens direct. Enfin il n’est pas dif- 
ficile de montrer que, si z, revenait avant 2a son point de départ, les 
valeurs de F(z) dans S ne seraient pas toutes distinctes. Un point 
de s, ne peut donc correspondre qu’à un point de s. 

En resume, à chaque fonction 5, = F(s) holomorphe dans S, con- 
tinue sur s, et dont les valeurs dans S sont toutes distinctes, corres- 
pond une aire simplement connexe S, telle que F(z) établit entre les 
points de S et de S,, des et de s,, une correspondance univoque. On dit 
que F(s) représente d’une manière conforme S surS,. 


9. Si une fonction z, — F(z) représente d'une manière conforme 
une aire simplement connexe S sur une aire simplement connexe S,, 
la fonction inverse z = F,(z,) représente S, sur S. 

Car soit a un point intérieur à S, et posons a, = F(a). Comme la 
dérivée F'(a) n’est pas nulle, la fonction z de s,, prenant la valeur a 
pour z, = a,, que définit l'équation 3, = F(z), est représentée dans le 
voisinage de 3, =a, par une série entière (S). Soit C un cercle de 
centre a, dans lequel cette série est convergente. Pour tout point à, 
intérieur à la fois à ce cercle et à S,, la somme de la série (S) est la 
valeur 6 intérieure à S pour laquelle F(5) = b,. Soit maintenant a, un 
point quelconque appartenant au contour du cercle C et à l’intérieur 
de S,. Soit a’ la valeur de 5 intérieure à S pour laquelle F(a’) =a). 
Nous pourrons répéter, à l'égard du point a; et de la valeur correspon- 
dante a’, tout ce que nous avons dit du point a, et de la valeur corres- 
pondante a. Nous aurons ainsi une série entière (S’) : soit C’ un 
cercle de centre a, où elle est convergente. Dans la partie commune 
aux cercles C et C’ et intérieure à S,, les sommes des séries (S) et 
(S’) coincident; par suite, la fonction représentée par la serie (S’) 
continue analytiquement la fonction représentée par la série (S), 
pour laquelle, en conséquence, le point a, n’est pas un point singu- 
lier. En résumé, la série (S) est convergente à l'intérieur du cercle 
ayant @, pour centre et tangent intérieurement à s, ; la fonction re- 
présentée par cette série peut être conlinuee analytiquement dans tout 
l'intérieur de l’aire S, sans qu'elle cesse, pour un point particulier de 
cette aire, d’avoir le caractère d’une fonction entière. C’est donc une 
fonction holomorphe de z, dans S,. 
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représente d’une manière conforme l’aire Z, sur une portion & de S 
simplement connexe et renfermant le point a. Inversement, la fonc- 
tion F(z) représente Z sur Z,, et ses valeurs aux différents points de 
= sont toutes distinctes. 


11. Voici une autre propriété interessante de la représentation con- 
forme : elle conserve l’ordre des contacts. Ainsi, soit 3, = F(3) une 
fonction qui représente d’une manière conforme une aire S sur une 
aire S,. Soit A un point intérieur à S, et considérons deux courbes C, 
C”, issues du point A, et ayant en ce point un contact d'ordre c. Il 
s’agit de faire voir que les courbes C,, C, ont en A, un contact du 
même ordre c. 

Posons 3 — a —re*, de sorte qu’on aura, dans le voisinage du 
point A, 

(1) arrete Sfr Le |. 


2 
n=? 


A chaque valeur de r correspondent, sur C’ et C”, deux points déter- 
minés M’(s’ — a = ret’) et M’(z —a = re); sur C, et C', deux points 
déterminés M, et M’. Je dis que, r tendant vers zéro, le rapport 

1M; oe pp: , 
ne tend vers une limite différente de zéro. 

1471 


‘Tout d’abord, A,M' =|z, — a,| est du même ordre infinitésimal 
quer: 
ay _ L N Fiat) (a) nis! 
+ Sfr 1.2...n(R +1)" |. 
n=-1 


Tout revient à évaluer l’ordre infinitésimal de M M°, r étant pris 
comme infiniment petit principal. Or MM =|s, — 3; |, et 


2, — 3, =rFla)(et' — ef?") + DIE n Ste (er — | 
n=2 | 
On tire de là 
” nr | 
5! — 3 .A(R +1) - 


n =! 
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Cette formule montre que l’ordre infinitésimal de M, M est le même 
que celui de M’M”. Mais ce dernier est c + 1 par hypothèse. Il en est 
donc de même de celui de MM. 


12. Le théorème suivant permet de décomposer en deux le problème 
qui consiste à représenter l’une sur l’autre deux aires simplement con- 
nexes S et S, : Si l’on sait représenter séparément chacune d’elles sur 
une aire simplement connexe Z, on sait représenter S sur S,. 

Car soit (= f(s) une fonction qui représente S sur X, et soit 
3,= 9(C) une fonction qui représente & sur S,. On vérifie sans peine 
que 5, = p[ /(z)] est une fonction qui représente S sur S,. 

D’après cela, on peut, au lieu de chercher à représenter directement 
l’une sur l’autre deux aires simplement connexes S et S,, se proposer 
de représenter chacune d'elles sur une aire simplement connexe 2. 
L’aire Z qu'il est le plus naturel de choisir est la surface d'un cercle. 
Prenons, pour fixer les idées, le cercle ayant l’origine pour centre et 
l'unité pour rayon. 

Quand on a trouvé une manière de représenter une aire simplement 
connexe S sur le cercle X, il est facile d’en obtenir une infinité d’au- 
tres. Car toutes les fonctions comprises dans la formule 
(1) = eae (*), 
où a est une constante arbitraire reelle, ¢, l’affixe d'un point intérieur 
au cercle, €, la quantité imaginaire conjuguée, réalisent une repré- 
sentation conforme du cercle Z sur lui-même. Par suite, toutes les 
fonctions | 
f(3) — Lo in 


m DEC 


représentent S sur Z. En outre, nous demontrerons dans le numéro 


suivant que la formule (1) renferme toutes les manières de représenter 
le cercle & sur lui-même. On en conclut que la formule (2) renferme 


(1) Scuwarz, Monatsberichte, p. 790; 1870. 
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toutes les manières de représenter S sur Z. La solution générale dé- 
pend, comme on le voit, de trois constantes arbitraires réelles. 

Pareillement, quand on sait représenter deux aires simplement con- 
nexes S et S, sur le cercle X, on sait, par cela mème, les représenter 
l'une sur l’autre d'une infinité de manières ; et il suffit d'associer une 
manière particulière de représenter S sur £ successivement à toutes 
les manières de représenter = sur S, pour avoir ainsi toutes les ma- 
nières de représenter S sur S,. 

Au lieu du cercle, on peut prendre aussi, comme aire intermédiaire, 
le demi-plan. Mais, comme cette nouvelle aire est d'un genre un peu 
différent de celles que nous avons considérées jusqu’à présent, quel- 
ques définitions me paraissent nécessaires. 

Soit S la moitié supérieure du plan de la variable complexe =. Soit 
5, = F(s) une fonction holomorphe dans $; à cette fonction s’ap- 
pliquent les conclusions énoncées au commencement du n° 7. Sup- 
posons en outre que F(z) prend une valeur déterminée en chaque 
point de s, et qu'elle prend aussi une valeur déterminée au point & 
l'infini, en entendant par là que, lorsque = s'éloigne à l'infini dans le 
demi-plan S par un chemin quelconque, F(z) prend des valeurs qui 
tendent vers une limite / toujours la même. Alors, = s’éloignant indé- 
finiment sur s soit vers la droite, soit vers la gauche, les valeurs de 
F(s) tendent vers Z. La fonction F(z) fait correspondre à l’axe réel s 
une certaine ligne s,, et tout ce qui a été dit à la fin du n° 7 s'applique 
au cas actuel. Enfin, si l’on admet en outre que les valeurs de F(=) 
dans S sont toutes distinctes, on peut reprendre les raisonnements du 
n° 8, et dire que la fonction F(z) fait correspondre au demi-plan S une 
aire simplement connexe S,, de manière qu’à un point de l’une quel- 
conque des deux aires corresponde un seul point de l'autre. Le point = 
parcourant d’ailleurs l'axe réel tout entier de gauche à droite, le point 
=, parcourt la ligne s, tout entière, en marchant toujours dans le sens 
direct, et sans passer plus d’une fois par le même point. On dit que la 
fonction 3, =F(z) représente d'une manière conforme le demi-plan S sur 
l'aire S,. La fonction inverse s=F, (z,) est holomorphe dans l'aireS,, 
comme le montre un raisonnement semblable à celui du n° 9, et l'on 
dit qu’elle représente d'une manière conforme l'aire S, sur le demi- 
plan S. 
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Ces définitions posées, on a encore le théorème suivant : 

Soit 5 = f(s) une fonction qui représente une aire S sur le demi-plan%, 
et 5, = 9(C) une fonction qui représente È sur une aire S, ; la fonction 
s,= 9[ /(5)] représente S sur S,. 

Plus généralement, ce théorème subsiste quelle que soit celle des 
trois aires S, S, ou Z qui est un demi-plan. 

D'après cela, le demi-plan peut remplacer le cercle dans la décom- 
position du problème de la représentation de S sur S,. D'ailleurs il est 
facile de passer d’une de ces aires particulières à l’autre. La fonc- 
tion 





(3) 3 = 


représente la moitié supérieure & du plan £ sur l'aire S du cercle ayant 
l'origine pour centre et l'unité pour rayon. Il y a une infinité d’autres 
fonctions représentant & sur S, et nous avons appris à les former toutes. 
Associons la manière (3) de représenter & sur S successivement à 
toutes les manières de représenter S sur Ÿ ; nous obliendrons une in- 
finité de fonctions &, de €. On dit de chacune d'elles qu’elle represente 
le demi-plan sur lui-même. \\ n’y a aucune difficulté à faire le calcul, et 
voici quelle expression générale on trouve pour ces fonctions : 


__at+b 


HE d’ 


où a, b, c, d sont des constantes réelles vérifiant la condition 
ad — bc > 0. 


Le théorème énoncé au début de ce paragraphe subsiste lors même 
que plusieurs des aires qui y figurent coincident avec le demi-plan. 

Enfin, {= f(z) étant une fonction particulière représentant une 
aire S sur le demi-plan &, l'expression générale des fonctions qui re- 
présentent S sur = est 


re — CG) + 


Cf) + d’ avec ad — bc > 0. 


Ici encore, on retrouve la triple indétermination. 


(1) Scawanz, Journal de Crelle, t. 70, p. 112. 
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13. Nous avons encore à faire voir que la formule donnée au n° 12 
renferme toutes les manières de représenter sur lui-même le cercle & 
ayant l’origine pour centre et l’unité pour rayon. Nous déduirons ce 
résultat d'un théorème plus général ('). Observons à cet effet qu’on 
peut disposer des constantes que renferme la formule du n° 12 de 
manière à faire correspondre au point €, — o un point quelconque 
de l’intérieur de X, au point 6, = +1 un point quelconque du con- 
tour de £. La proposition sera done établie, si nous faisons voir que, 
À étant un point quelconque de l'intérieur et B un point quelconque 
du contour de &, il ne peut exister plus d’une fonction représentant Z 
sur lui-même de manière à faire correspondre au point A le centre du 
cercle, au point B le point ,=-+ 1. 

Or je dis que, S étant une aire simplement connexe quelconque, 
A un point quelconque de S, B un point quelconque de s, il ne peut 
exister plus d’une fonction qui représente S sur Z de manière qu’au 
point A corresponde le centre du cercle, au point B le point 6 — 1. 

Négligeons, pour commencer, cette dernière condition, et soit 
6 = F(s) une fonction qui représente S sur & de manière à faire cor- 
respondre au point A le centre du cercle 2. Cette fonction est holo- 
F(z) 
sa 
aussi, holomorphe dans S et ne s’annule en aucun point de S. On peut 
a comme holomorphe dans S: 
il suffit pour cela de fixer, pour un point particulier de S, la valeur du 
coefficient de i(?). J'appelle uw la partie réelle de cette fonction; u est 
une fonction de x et de y uniforme et continue, ainsi que ses dérivées 
partielles des deux premiers ordres, et satisfait à Au = o, à l'intérieur 
de S. Sur s, u prend une suite de valeurs qui nous est connue : car, 
F(z) ayant un module qui tend vers 1 lorsque z tend vers un point de s, 





morphe dans S, et s’annule au seul point A. La fonction est, elle 


donc aussi considerer la fonction log 


(1) Cette démonstration est au fond identique a celle que donne Riemann à la fin de 
sa Dissertation inaugurale; mais clle est débarrassée de tout postulatum, et par suite 
parfaitement rigoureuso. 

(2?) Car, si l’on décrit un contour fermé quelconquo intérieur à S, ce coefficient revient 


F(z) 


à sa valeur initiale, vu que lo nombre des zéros de - intérieurs à ce contour est 





nul. 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET. 351 


une cesse pas sur s de coincider avec — logr, en posant r=|s —a|. 
Ces propriétés déterminent la fonction u sans ambiguité, ainsi que cela 
résulte du n° 3. Si maintenant j'appelle ¢ le coellicient de à dans la 


. F(s . N : 
fonction log a, ¢ est déterminé à une constante près c : 


(my) 
| du du 
ee f (Jede) 


Kg, Yo ) 
e 


Où (Los Yo) est un point particulier de S, et où l'intégrale est à prendre 
le long d’un chemin quelconque intérieur à S allant de (x,,y,) à 
(x,y). On a donc 

F(z) 


—ci+e(3 
Sa + §(5); 


log 





g(s) étant une fonction holomorphe dans S et continue sur s, puisque 
la fonction F(z) est continue sur s. 

L'expression F(z) = (s — a) e&*e renferme certainement toutes 
les fonctions représentant S sur & de manière à faire correspondre à A 
le centre de £. Si maintenant nous exprimons qu’au point B corres- 
pond le point {= +1, nous ne trouvons évidemment qu’une valeur 
pour le facteur e‘. Il ne peut donc y avoir qu'une fonction satisfaisant 
aux conditions du problème. 


14. Tout le rôle de la représentation conforme dans la résolution du 
probleme de Dirichlet est renfermé dans le théorème suivant : 


Si l'on sait représenter une aire simplement connexe S sur une aire sim- 
plement connexe S,, et si en outre on sait résoudre le probleme de Di- 
richlet pour S, on sait le résoudre pour S, ('). 


Car soit 
s=F(3,)=-P,(r, 71) + iQ (zu 71) 


une fonction qui représente S, sur S. Chaque point M des correspond 
à un point bien déterminé M, de s,; soit zn la valeur attachée à ce der- 
nier point. A chaque point M de s faisons correspondre cette va- 
leur m; soit u(x,y) la fonction qui résout le problème pour ce sys- 








ne em en 


(1) Scnwanz, Monatsberichte, p. 571: 1870. 
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teme de valeurs m. Il n’est pas difficile de voir que la fonction 


ulP, (2, Yıl Qs (21 Yı)l= (21 Yı) 


résout le probleme pour l'aire S,. Car elle est bien définie pour l’inte- 
rieur de S,, uniforme et continue ainsi que ses dérivées partielles. Un 


calcul simple montre que l’on a 


du, du, _[/APı\? /oPı\?] (dtu d'u 
dvi * Oy ~ (ae) u (a) | dt” om) 

Donc Au, est nul à l’intérieur de S,. Enfin, lorsque le point (2,,y, ) 
de S, tend vers le point M, de s,, le point (x, y) de S tend vers le 
point M de s:u(x,y) et, par suite, u,(x,,y,) tend vers la valeur 
donnée m. u,(x,,y,) est donc la fonction qui résout le probleme. 


Ainsi l’on sait résoudre le probleme de Dirichlet pour toute aire sim- 
plement connexe qu’on sait représenter sur un cercle. 


III. — Problème de Dirichlet généralisé. 


15. Le probleme de Dirichlet, tel qu'il a été énoncé au n° 4, est 
susceptible d’une généralisation importante. Choisissons sur le con- 
tour s des points A,, A,, ... quelconques, mais en nombre limité. 
Faisons maintenant correspondre, comme au n° 1, une valeur deter- 
minée m à chaque point M du contour s, en exceptant les points A, 
auxquels nous ne faisons correspondre aucune valeur. Nous pouvons 
-des lors nous proposer de déterminer une fonction u satisfaisant, 
pour l'intérieur de l'aire S, aux conditions énoncées dans le n° 1, et 

prenant en outre, en chaque point M du contour, la valeur m que 
nous y avons attachée. 

Nous savons déjà que le problème ainsi énoncé n’est possible qu'à 
la condition que m soit une fonction continue de l’arc le long de toute 
portion de s qui ne renferme aucun point singulier A. Nous suppose- 
rons donc remplie cette condition. Mais il y a plus : nous nous borne- 
rons à examiner le cas où, pour chaque point singulier A, m tend vers 
une limite lorsque le point M de s tend vers le point A en marchant 
dans le sens direct, et vers une autre limite lorsque le point M tend 
vers À en marchant dans le sens inverse. 
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Enfin à l’énoncé précédent j’ajoute la condition suivante : la fonc- 
tion u doit rester finie dans le voisinage de chaque point singulier A. 
Cela veut dire que, si de À comme centre on décrit un petit cercle C, 
on doit pouvoir fixer un nombre positif g auquel restent inférieures 
les valeurs de | «| pour tous les points intérieurs à la fois à S et à C. 

C’est au problème ainsi précisé que nous donnerons le nom de pro- 
bleme de Dirichlet généralisé. Par opposition, nous appellerons probleme 
de Dirichlet classique celui quia été énoncé au n° 1. 


16. Supposons que, pour une aire S, à connexion simple ou mul- 
tiple, on sache résoudre le problème de Dirichlet classique. Il est dès 
lors très facile de résoudre le problème généralisé, ainsi que nous 
allons le faire voir. 

Nous emploierons, dans tout ce qui va suivre, les notations sui- 
vantes. Nous appellerons a l’affixe du point singulier A, « l'angle, 
compté à l'intérieur de l'aire, que font les tangentes en A aux deux 
branches de s issues de A; « est en général égal à x: il est toujours 
compris entre o et 27. Enfin, à chaque point A correspondent, d’après 
l'énoncé, deux valeurs limites pour la valeur donnée m; nous ap- 
pellerons à l’excès de la première valeur limite sur la seconde, en sui- 
vant l’ordre du numéro précédent. 

Cela étant, supposons d’abord S à connexion simple; ou,s ‘il esta con- 
nexion multiple, admettons que s n’ait de points singuliers que sur la 
ligne extérieure L, : soient a), @,, @,, .-. leurs affixes. Il n’est pas dif- 
ficile de construire une fonction harmonique dansSetayantsur s, sinon 
les valeurs, du moins les discontinuites de la fonction cherchee. Car 
soit z le coefficient de Y— ı dans log(s — a) : la fonction 


U(z,y)= do + do + — % Ugo.) 
ao CA ax, 
dans laquelle on a fixé, pour un point particulier de l’aire, les valeurs 
de tly, 4, Us ..., répond évidemment à cette condition. Cela posé, soit 
U.(x, y) la fonction cherchée : la différence U — U’, harmonique dansS, 
prend en chaque point non singulier de s une valeur déterminée, diffé- 
rence entre la valeur donnée et celle de la fonction U’. Cette valeur 
n’eprouve pas de discontinuité aux points singuliers. Mais on ne sait 


w 


Ann. de l’FEc. Normale. 3° Serie. Tome V. — OctosRre 1888. 45 
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rien sur la manière dont la fonction se comporte dans le voisinage d’un 
point singulier, si ce n’est que sa valeur reste finie. Admettons qu'elle 
prenne une valeur déterminée même. aux points singuliers; on sait 
alors la déterminer sans ambiguïté, et l’on a, en la désignant par 


w(x, y) > u an 
n 


U=w(r,y) + + z uy + z Us... 

Réciproquement, cette fonction satisfait à toutes les conditions de 
l'énoncé. On a donc ainsi une solution du probleme. Si l’on essaye d’ap- 
pliquer le même mode de raisonnement au cas où il y aurait des points 
singuliers a,, a;, a;, ... sur la ligne L; (z désignant l’un des nombres r, 
2, 3,..., n —1), on Se trouve tout d’abord arrêté par une difficulté : 
la fonction u correspondant à l’un de ces points n’est pas uniforme dans 
aire S. Transformons l'aire Sen une aire simplement connexes, par 
des coupures C,, C,, ..., C,_, assujetties à ne pas se rencontrer et à 
ne passer par aucun point singulier de s : alors, il est vrai, l’unifor- 
mité des fonctions zw sera assurée, si l’on a eu soin de fixer la valeur de 
chacune d’elles en un point particulier de l'aire; mais, le long de la 
coupure C;, chaque fonction u, éprouve une discontinuité : ses valeurs 
sur le bord droit de la coupure surpassent de ar. ses valeurs sur le bord 
gauche. Posons encore 

U'(x, y) = u Blot ua. .. 


x a? an 
0; 0 , Oj on 

+ —U;j+ Gut —, U...) 
a; a; Xi 


et considérons de nouveau la différence U — U’. Elle est harmonique 
dans S,, prend en chaque point non singulier de s une valeur deter- 
minée qui reste continue même aux points singuliers, reste finie dans 
le voisinage d’un point singulier, enfin éprouve le long de chaque cou- 
pure C; une discontinuité 


Si la fonction elle-même éprouve une discontinuite le long de C,, il 
n’en est pas de même de ses dérivées partielles des deux premiers 
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est la seule pouvant resoudre le probleme. Inversement, on reconnait 
qu'elle satisfait bien à toutes les conditions de l’énoncé. 

Revenons maintenant à la différence U — U’. Si elle prend une va- 
leur déterminée même aux points singuliers, elle a nécessairement 
pour expression, d’après ce qui précède, 


izn—l 


V(z,y)=w(z,y) — > (& + oy + a +... Jeu 


i=1 
étant déterminée sans ambiguite, et, par suite, 
U—=V+U. 


Inversement, cette fonction est bien une solution du problème généra- 
lisé, ainsi qu’on s’en assure en remontant la chaine des raisonne- 
ments. 


17. Si l’on écrit tout au long la somme V + U’, on est amené à 
formuler, pour la construction de la fonction U, la règle suivante : : 

1° Tragons des coupures C,, C;, ..., C,_,; 2° choisissons, dans chaque 
ligne L;, un point b;; 3° fixons, pour un point particulier de l’aire S,, 
les valeurs de toutes les fonctions u et de toutes les fonctions v. Cela 
fait, l'expression 


1=n—1 


Ô; 0, ,, dj, » 
— u — + — u — {? + — U; — | eve 
+ > Ex i— 1) PA { i) at | i i)+ | 


représente pour l’aire S une fonction ayant les propriétés de la fonc- 
tion cherchée, ayant les mémes discontinuités aux points singuliers, 
et ne différant de la fonction cherchée que par ses valeurs sur le bord. 
Par l’addition à l’expression précédente d’une fonction (a, y} har- 
monique dans S et continue sur s, déterminée d’ailleurs sans ambi- 
guité, on obtient une solution du probleme. Et, sous cette forme, on 
voit bien le rôle des fonctions ¢;. La fonction 9; est, pour chaque fonc- 
tion u;, u,, ..., une fonction compensatrice ; c'est-à-dire qu’elle fait 
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disparaître la multiformité de la fonction x, sans toutefois introduire 
de nouvelles singularités sur le bord s. 

Dans la construction que nous venons d’énoncer, on dispose arbi- 
trairement des coupures; des points b;, enfin des valeurs des fonctions 
u ets en un point particulier de l’aire. On pourrait être tenté de croire 
que la variation de ces conditions entraine un changement dans la 
fonction U à laquelle on parvient. Il n'en est rien : car imaginons 
que, en choisissant ces conditions autrement que nous ne l'avons fait 
jusqu'ici, nous obtenions une nouvelle fonction U,. La différence 
U, — U’, U’ étant la même fonction que dans le numéro précédent, a 
évidemment une valeur déterminée même aux points singuliers; elle a 
donc pour expression V, d’après ce paragraphe. Donc U, n’est autre 
chose que U. Cette fonction déterminée sans ambiguité par la construc- 
tion qui précède, nous l’appellerons fonction U relative aux valeurs 
donnees m. 

Mais ce qui n’est nullement prouvé, c’est qu’il n'existe pas une 
fonction T répondant au probleme et telle que la différence T — U’ ne 
prenne pas de valeur déterminée aux points singuliers. Démontrer 
l'impossibilité de l'existence d’une telle fonction est une question dif- 
ficile et à laquelle nous aurons l’occasion de revenir. 


18. Voyons comment la fonction U se comporte dans le voisinage 
d'un point singulier A. On peut mettre son expression sous la forme 


LS 


U(z,y)=Ui(z,y)+=u(ay), 


U,(x, y) prenant en A une valeur bien déterminée. Par suite, la fonc- 
tion U se comporte dans le voisinage du point A comme la fonction u, 
qui est une fonction élémentaire bien connue. 

Ainsi la valeur vers laquelle tend U lorsque le point (x,y}) tend 
vers À par un chemin intérieur à S dépend de ce chemin, ou, plus 
exactement, de la tangente At en A à ce chemin. Soit MAM le sens 
direct, AT, AT’ les deux demi-tangentes à AM et à AM’; appelons / la 
valeur limite correspondant à AT’; à une direction Az faisant avec AT’ 
un angle égal à B’(o<3’<x) correspond la valeur limite 


Pa. 


I=l + 
a 
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B’ variant de o ä«, on voit que cette valeur varie, toujours dans le 
même sens, de / al’ + 6. Elle reste donc toujours comprise entre ces 
deux valeurs limites ('). | 

On peut mettre l'expression précédente sous une forme plus symé- 
trique en introduisant la valeur limite / relative à AT, et l’angle B que 


At fait avec AT. On a 
I=l-+6, B+ B'— «, 


et l'expression précédente s’éerit 


r+2.0-N=1l1-8)+r(1-8). 


Le théorème démontré au n° 3 pour une fonction harmonique dans 
S et continue sur s s’applique à la fonction U relative à des valeurs 
données m qui éprouvent des discontinuités. J’appelle encore g et k 
les limites supérieure et inférieure des valeurs données m. Chacun de 
ces nombres est, ou la valeur correspondant à un point non singulier 
de s, ou une des deux valeurs limites correspondant à un point sin- 
gulier. Les valeurs de U dans S sont toutes plus petites que g et toutes 
plus grandes que X. 

Raisonnons comme au n° 3. Appelons g’ la limite supérieure des va- 
leurs de U dans S et sur s. On voit tout d’abord que, dans S, on a 
U< g’.. Ilexiste un point M situé dans S ou sur s tel que les valeurs de 
la fonction dans le voisinage de M aient encore g pour limite supe- 
rieure, quelque restreint que soit ce voisinage. Ce point M est néces- 
sairement sur s. Si c’est un point non singulier, g’ est la valeur cor- 
respondant à ce point, et g = g. Si M est un point singulier de s, 
g' est la plus grande des valeurs limites de U lorsqu'on tend vers M par 
les différents chemins possibles intérieurs à S. Mais, d’après ce que 
nous avons vu, ces valeurs limites appartiennent toutes à l'intervalle 
(4, 0). g’ est donc le plus grand des deux nombres /, /’, et l’on a encore 
g = g, ce qui démontre le théorème. 


19. Nous allons maintenant étendre aux fonctions U les résultats du 
n° 6. Je considère plusieurs de ces fonctions ayant toutes les mêmes 


(1) En particulier, si ¢ = o, À est indépendant de 3’. 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET. 359 


points singuliers : U,, U,, ..., U,. Je dis que leur somme est une nou- 
velle fonction U. En effet, lorsqu'on tend vers un point singulier A 
par un chemin quelconque L, la somme U, + U, +... + U, tend vers 
la limite 


a 


b= (++...) (1-8) + (U +0, +...4- d;) (1-8). 


Soit U {a fonction U coincidant sur s avec U, + U, +... +U,. La 
difference U, + U, +... + U, — U est harmonique dans S et prend la 
valeur zero même aux points singuliers de s : elle est donc identique- 
ment nulle dans S. 

Soit maintenant une serie 


(1) U, + U + Üs+...+U, +... 


dont les termes sont des fonctions U ayant toutes les mêmes points sin- 
guliers. Je suppose que cette série converge uniformément dans S : on 
voit alors, comme au n° 6, qu'elle converge uniformément pour l’en- 
semble des points non singuliers de s. Reciproquement, si elle con- 
verge uniformément pour l’ensemble des points non singuliers de s, 
elle converge uniformément dans S : car la fonction 


U, + Uns +... + Us, 


est une fonction U. 

Appelons U’ la fonction que définit la série (1) pour l'intérieur de 
S. Cette fonction est harmonique dans S et prend en chaque point non 
singulier de s une valeur déterminée, somme de la série (1) en ce point. 
Considérons maintenant un point singulier A. Lorsqu'on tend vers ce 
point par un chemin L quelconque intérieur à S, les termes de la 
série (1) tendent vers des limites À,, Ay, Ag, ++, Ans +. qui forment 
une série convergente, de somme À. En particulier, les séries 


hL+h+...+l+... et C++. ++... 
sont convergentes, et l’on a 
! 
her) 
x a 


Je dis que, lorsqu’on tend vers le point A par le chemin L, U’ tend 
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vers À. Car soit e un nombre quelconque. La différence U’ — X, U’ 
étant la valeur de la fonction en un point N de L, peut s’écrire 


U =(S, + Ra) — (on + pr) =(Sn — on) + Ra — ps. 


On peut d’abord choisir zn assez grand pour qu’on ait 
€ € 
[pnl<33 0 [Ral <3, 


quel que soit N; puis on peut déterminer un cercle C de centre A tel 
que 
| Su — on | <= 3 


pourvu que le point N de L soit dans ce cercle. On a donc, sous cette 


condition, 
|U'—A|<e. 


La fonction U’ n’est donc autre chose que la fonction U relative aux 
valeurs sur s de la série (1). Car la difference U — U’ est harmonique 
dans S et prend la valeur zero même aux points singuliers de s. 


20. Pour un système donné de valeurs m, ne peut-il exister, outre 
la fonction U relative à ce système, une autre fonction T répondant au 
probleme (')? Pour répondre à cette question, on est conduit naturel- 
lement à considérer la différence U — T = W. Cette fonction est har- 
monique dans S, prend la valeur zéro en chaque point non singulier 
des, enfin garde une valeur finie dans le voisinage de chaque point 
singulier. Démontrer qu'il ne peut exister de fonction T autre que la 
fonction U revient donc à faire voir qu’une fonction qui jouit de ces 
trois propriétés est forcément nulle dans S. 

Il ne faudrait pas s’imaginer que la troisième propriété est une con- 
séquence nécessaire des deux premières. Un exemple très simple va 
montrer qu’il y a des fonctions harmoniques dans une aire, s’annulant 
en chaque point non singulier du contour, et qui néanmoins croissent 
indéfiniment dans le voisinage d’un point singulier. 


(1) Il n'est pas inutile de faire observer que jamais dans la suite nous ne nous appuie- 
rons sur les résultats contenus dans ce paragraphe. 
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Soit 3, = F(z) une fonction qui représente d’une manière conforme 
une aire S à connexion simple sur la moitié supérieure du plan des 2,. 
Posons 


F(:)=P(x,7)+Q(x, >) V— 1. 


La fonction Q(x, y) est harmonique dans S et prend la valeur zero - 
en chaque point de s, sauf au point A correspondant au point à l'infini 
du demi-plan. Ses valeurs dans S sont toutes positives, et, quelque 
grand que soit g, il existe dans S une courbe Q(x,y) = g: c’est une 
courbe fermée simple partant de A et y revenant. Q(x,y) ne reste 
donc pas finie dans le voisinage de A. 

Cette remarque faite, nous allons établir le théorème en question 
pour le cercle. Soient encore z, le centre du cercle et £ son rayon, et 


posons 
rel? = 5 — So. 


Soit u(x, y) = 9(7,¢) une fonction harmonique dans S, et nulle en 
chaque point de s, sauf aux points correspondant aux valeurs 9,, 
Foy ++» En de l'angle polaire, qu’on peut supposer comprises entre o et 
27. Soit enfin g une grandeur positive à laquelle |u| reste inférieur. 

r, © étant les coordonnées polaires d’un point quelconque intérieur 
au cercle (r< 2), il s’agit de démontrer que l'on a v(r, ©) =o. A cet 
effet, j'intercale entre ret po un nombre fixe R,, et j'appelle Run nombre 
variable assujetti à vérifier les inégalités R, SR <p. On a, quel que 
soit R, 


tr ad [pt 
1, OQ) = FF R? + 7? — aRrcos(¥— 9) 


Je décompose ainsi cette intégrale : 


I 1-6 9-6 ÿa —Ô 
— { + +f +. +f 
2k N = 
0 +9 Ga +0 Pm + 0 


L O,+6 L ae ; Pah 
+i f + on +7 
* “9,8 9—5 


Ym- 


Soit e un nombre positif quelconque. On peut disposer de à de ma- 





nière à rendre chacune des m dernières intégrales plus petite que 


E 
m +1 , 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — NovENBRE 1888. ° 46 
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et sans qu il soit nécessaire de restreindre le champ de la variation de 
R, car on a 








a te (R’— 7?) ¢ (Ry pydy 
? 


ot Jog RI+ r?— alrcos()—o) 











Il suffit de déterminer à par l'inégalité = RES ©. §étant 
ainsi déterminé, je considère la somme 


I 91-5 24-5 27 
— + + rr" +...+ 
2T 0 à 


“Pits vn+ß M 


On peut prendre pour R une valeur suffisamment voisine de p pour 
que le module de cette somme soit, lui aussi, inférieur à ——_. Il suffit, 


pour s’en convaincre, d'observer qu'à chacune des intégrales com- 
posant celte somme correspond un arc de s le long duquel la fonction 
v tend uniformément vers zéro. 

Les quantités à etle nombre R étant ainsi choisis, la somme de toutes 
nos intégrales a un module plus petit que €. Mais cette somme n'est 
autre chose que #(r,%). D'ailleurs £ est aussi petit qu'on veut. Donc 
v(r,9) = 0. 

Le principe de cette démonstration a été donné par M. Schwarz ('). 

Le même théorème s'étend à toute aire S, représentable sur le cercle 
S. Soit = F(z)=P(x,y)+y-ı Amy) une fonction qui re- 
présente S sur S,. Soit d’ailleurs u,(x,,y,) une fonction harmonique 
dans S, et prenant sur s, la valeur zéro, sauf aux points A,, B,, C,, ..., 
dans le voisinage desquels elle reste simplement finie. La fonction 
u,[P(x, y), Q(x,y)] = u(x, y) est harmonique dans S et prend en 
chaque point des la valeur zéro, sauf aux points A, B, C, ..., dans le 
voisinage desquels elle reste simplement finie. Donc la fonction u a la 
valeur zéro en chaque point de S. Par suite, la fonction x, a la valeur 
zéro en chaque point de S,. 

Enfin, dans le cas du cercle, il importe de faire la remarque suivante : 


(1) Journal de Crelle, 1. 74, § 7. L'éminent géomètre fait la démonstration pour un 
exomple particulier, en ajoutant qu'elle s'étend sans peine au cas général. 
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La fonction qui résout le problème de Dirichlet classique a été donnée 
par l'intégrale 


= ("era ES 


2. p+r?— 2aprcos( — 9) 


La fonction qui résout le probleme généralisé est encore représentée 
par cette intégrale; seulement ici /(p) éprouve des discontinuités pour 
les valeurs ©,,0,, 95 5---++ Gm de la variable. En effet, la fonction définie 
par cette intégrale pour l'intérieur du cercle satisfait à toutes les con- 
ditions de l'énoncé : elle est harmonique dans S; elle prend la valeur 
f(9) en chaque point non singulier des, car on montre, en reprenant 
le raisonnement de M. Schwarz, qu’à tout nombre positif e on peut 
faire correspondre un nombre positif n tel qu’on ait |I—/(9)|<e, 
sous la condition p —r <{n, et cela pour toutes les valeurs de 9 cor- 
respondant à un arc de s ne renfermant pas de points singuliers. Enfin 
le calcul fait à la fin du n° 4, et qui s'applique encore au cas actuel, 
nous apprend que cette fonction ne croit pas indéfiniment dans le voi- 
sinage d’un point singulier. 


DEUXIÈME PARTIE. 


4. Nous avons vu que l’on sait résoudre le problème de Dirichlet 
pour toute aire S représentable sur la surface d’un cercle. De la une 
manière indirecte d'aborder le probleme de Dirichlet, dans le cas où 
l'aire proposée est simplement connexe. Mais, en général, cette voie est 
beaucoup plus compliquée que l’autre et ne peut guère servir que pour 
des aires très particulières. C'est ce que nous allons montrer en nous 
occupant spécialement du cas où S est un polygone limité par des lignes 
droites. 

Cette limitation rectiligne nous conduit à remplacer le cercle par le 
demi-plan & (voir le n° 12 de la première Partie). Nous avons vu que 
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ce demi-plan est représentable sur lui-même d’une infinite de façons, 
contenues dans la formule 


b 
(1) =, (ad— be > 0). 





Soient «, 8, y trois nombres réels satisfaisant à l’une des trois ine- 
galités suivantes : 


a LB <} ou D <y <a ou y<aı<ödß. 


Si &,, B,, y, sont trois autres nombres réels rangés par ordre de 
grandeur croissante, ily a, parmi les fonctions renfermees dans la for- 
mule (1), une fonction et une seule qui fasse correspondre aux valeurs 
a, 6, v de ¢ les valeurs «,, B,, y, de ¢,. De là résulte que, s’il est pos- 
sible de représenter une aire S sur &, on peut faire correspondre à trois 
points A, B, C de s les points de o d’abscisses «,, 3,, Y,; pourvu que, 
si l’on part de A pour décrire s dans le sens direct, on rencontre 
d'abord B, puis C. En outre, la représentation conforme de S sur &, 
dans ces conditions, n’est possible que d’une seule manière. 

Cela étant, soit S un polygone de n côtés dont le contour s est sup- 
posé former une ligne fermée simple. Soient A, B, C, ..., I, K les som- 
mets de ce polygone dans l’ordre où on les rencontre quand on marche 
dans le sens direct. Soient ar, Br, yr, ..., 17, «x les angles intérieurs 
du polygone : «x est le plus petit angle positif de AB avec AK, 37 le 
plus petit angle positif de BC avec BA, etc. Chacun de ces nombres 
a, B,... est compris entre o et 2, et aucun d’eux n'est égal à ı. Ona 
de plus la relation 


a+HB+7+...+1+ı=n—2. 


Pour préciser le probleme, proposons-nous de faire correspondre 
aux sommets K, A,B les points de l’axe réel d’abscisses — x, 0, 1. 

Enfin il suffit de résoudre le probleme pour une position particulière 
du polygone dans son plan. Car si /(z) est la fonction qui résout le pro- 
bleme pour cette position particulière, f(e'?s-+ A+ ur) est l'ex- 
pression générale des fonctions répondant à la question pour toutes 
les positions possibles du polygone. Faisons coincider le sommet A 
avec l’origine, puis dirigeons le côté AB dans le sens du demi-axe des 
abscisses positives. Il n’y a plus alors aucune indétermination. 
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2. £ étant l'aire du demi-plan, S l'aire du polygone, on démontre 
que, s'il existe une fonction représentant & sur S dans les conditions 
indiquées, elle est nécessairement de la forme 


(1) P=uf wa — w)P-"(1 sw) (1 — to)... (1 — 50) de, 
avec 


(2) M>o et I>s>t>u>e>...>242>y>3>0. 


La fonction sous le signe f est parfaitement définie par la condition 
que chaque facteur w*-',(1 — w)’-', ... soit positif pour w compris 
entre o et 1. On voit sans peine alors que la fonction sous le signe / 
est holomorphe dans & et prend une valeur déterminée en chaque point 
de c, sauf aux points 


But bows by 
ou elle peut devenir infinie. La fonction P de w, elle, est holomorphe 
dans toute l’aire &, et prend une valeur déterminée en chaque point de 
c, même au point a l'infini. 

Je n’ai pas à rappeler ici comment on arrive à l’expression de cette 
fonction ('). Ce qui nous importe, c’est de voir s’il est possible de dé- 
terminer les constantes M, — s, 4, ..., 3, au nombre de n — 2, satis- 
faisant aux inégalités (2), de maniere que la fonction (1) représente le 
demi-plan = sur le polygone donné S. 

Prenons d'abord pour M, —s, é, ..., 5 un système quelconque de 
n — 2 valeurs vérifiant les inégalités (2), et voyons quelle est la ligne 
s, que la fonction (1) fait correspondre à c. 

Faisons partir w de l’origine et imaginons qu'il aille dans le sens di- 
rect. Le point P part aussi de l’origine A, et se meut sur l’axe des ab- 
scisses positives, de gauche à droite. w arrivant au point 1, P arrive en 
un certain point B,, etl’on a 


A,By= mf wa — a)B-1(1 — sw)Y-1...(1— 20)! du. 


(!) On pourra consulter à cet égard le Chapitre que, dans ses Leçons sur la théorie 
générale des surfaces, M. Darboux consacre à la représentation conforme. 
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w décrivant la portion de l’axe réel allant du point 1 au point =) P dé- 


crit un nouveau segment rectiligne B,C,. Le plus petit angle positif de 
B,C, avec B,A, est 8x : B,C, et BC sont donc parallèles et de même 
sens. Enfin ona 


1 
B, Ci — mf w%-1 (a —1)P-1(1 — sw)T-'... (1 — 30)'"'dw., 
1 
w allant de - à 7 P décrit un segment rectiligne C,D, parallèle à CD et 
de méme sens. La longueur de cette ligne a pour expression 


i 
t 
C,D,= mf wo — 1)P-1 (sw —1)1-1(1 — tw)8-!. .. (1 — sw) dw. 
i 


. ° . ° e « e ° I a I 
Continuons ainsi, et arrivons tout de suite à l’intervalle de y a--P 


décrit un segment rectiligne L,I,, parallele a LI et de même sens, et 
dont la longueur a pour expression 


ulm 


L, 1, — mf Wa —1)B-1(sw@ —1)I-1. 2. (yo —1)°-1(1 — zw) idw. 
y 


Enfin,  s’éloignant à l’infini, P décrit un segment I,K, parallele à 
IK et de même sens ('). De même, w allant de o à æ dans le sens in- 
direct, P décrit A,K, parallele a AK et de méme sens. En résumé, on 
voil que s, est une ligne brisée fermée de rn côtés ayant les mêmes 
angles que le contour s du polygone S, & condition de prendre le plus 
petit angle positif de chaque coté avec le précédent. 

Pour que la ligne s, coincide avec la ligne s, il faut évidemment que 
les a — 2 longueurs dont nous avons écrit les expressions soient égales 
respectivement aux longueurs AB, BC, CD, ..., LI. Ces conditions sont 


(1) Nous aurons besoin dans la suite de l’expression de I, K, : c’est 


uf w%—1(@ — 1)B-1(sw — 1)Y-1...(zw — ı)!-!dw. 
1 
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d’ailleurs suffisantes : car, s’il en est ainsi, les a — 1 sommets A,, B,, 
C,, ..., I, coincident avec A, B, C, ..., I: donc I,K, prend la direc- 
tion IK; de même A,K, prend la direction AK : donc K, coincide aussi 
avec K. 


Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que s, coincide 
avec s sont les suivantes : 


! 1 
inf wel — D) (1 — sw)! (1 — 50)! do = AB, 
0 
! 
uf w= (w — 1) (1 — s0)T-1...(1— sw)! da = BC, 
1 


(3) | Mf oo — "(50 — 1)Y-"(1 — éw)®-1... (1 — 30)! do = CD, 


i 
| wf WR — 1)B-1( sa — ı)Y-1...(yo —1)9-1(1 — sw)! dw = LI. 
1 
\ - 


3. La résolution directe des équations (3), à laquelle se trouve ra- 
mené le probleme, ne parait pas pouvoir se faire facilement. Voici 
l’artifice qu’emploie M. Schläfli ('). Il considère les premiers membres 
des équations (3) comme des fonctions de M, — s,1,u,9,...,0,y,5 
prises pour variables indépendantes. Au lieu d’étudier ces fonctions 
elles-mêmes, il les désigne par de nouvelles lettres, et il considère 
les fonctions inverses, c’est-à-dire les fonctions M, — s, #, ..., 3 des 
nouvelles lettres définies par les équations (3). Si le problème est pos- 
sible, les valeurs de ces nouvelles fonctions pour les valeurs AB, BC, 
CD, ..., LI des variables seront les valeurs cherchées. 

Une premiere condition pour que l’inversion puisse se faire est que 
le déterminant fonctionnel des n — 2 fonctions de M, —s, ¢,..., zne 
soit pas nul. Supposons donc que l’on ait 


(2) ı>s>t>...>3:>o, 


et posons avec M. Schläfli, dont nous avons du reste conservé toutes les 


m num ee ne nn eee 








= — + 


(1) Zur Theorie der conformen Abbildung (Journal de Crelle, t. 78). 
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notations, 
(aß) ={ w*-t (1 — w)P-1(1 — sw)Y-!...(1 — 2)" dw, 


(By) =f tt (a —1)P-1(1 — sw)T-1...(1 — 20)! do, 


(9) =f wt! (a — ı)P-t... (yo —1)®-"'(1 — 30)! dw. 
y 


Nous avons là n — 2 fonctions bien définies des n — 3 variables in- 
dépendantes s, ¢, ..., 5 satisfaisant aux inégalités (2). Il s’agit de mon- 
trer que le déterminant 

















d(aB) d(aB) 0( a3) 

(4B) RS gees 

(By) d(By) 0(B7) 

A[(aB), (By),..-,(G)]= (By) "ds dt Es 
KM) a(t) 9%) 

Sl Eee Tube ‘ 6 


est different de zero. C’est exclusivement à démontrer ce point qu’est 
consacré le Mémoire de M. Schläfli, dont je donne ici une analyse rapide. 
I. Parmi les fonctions de s, 2, ..., 2 dont nous avons écrit les ex- 
pressions, la plus simple est (a3), parce que les limites de l'intégrale 
qui la définit sont constantes. M. Schläfli (') démontre que cette fonc- 
tion (aß) est une intégrale d’un certain système d’équations aux déri- 
vées partielles du second ordre, linéaires et homogènes. Voici ces équa- 
tions résolues par rapport aux dérivées partielles du second ordre : 














Of _fx+y—a B+y—2a 6—1 t—1\ 0f 
= (EE HH + —)% 
1—y [tle—ı) df s(2—ı) df 
(4) +a | se dt + sas se af, 





— ——— — 


dsdt s—t ds s—tdat 








(1) N° 3, 4,5. 
(*) Le système (4) renferme n—3 équations du premier type et 
tions du second. 


(n—3)(n—4) , 


2 
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L’etude de l'intégrale générale (') de ce systeme est tres facile. Soit 
Sov los ++. 50 Un syleme de valeurs des variables satisfaisant aux inéga- 


lités 1 >, >1>...>3, > 0. Soient d’ailleurs /,, (4) , (5) soon 


(5) n — 2 quantités arbitraires. Le systeme (4) admet une intégrale, 
~/o 


et une seule, régulière dans le voisinage du systeme (59, 4, ...,z,), pre- 
nant pour ce système de valeurs la valeur/,, enfin dontles dérivées pren- 


nent, pour ce même système de valeurs, les valeurs (5) (4) ern 
0 0 


(52) - Le développement de cette fonction en serie de Taylor, dans 
/9 


le voisinage de (5,, fy, ..-. 59), est de la forme 
tr tr 


et les fonctions fi, fa» fs, - - -»./n_, sont linéairement indépendantes. 

Soient maintenant fi, fa» Sa» + fn-2 2 — 2 intégrales particulières 
quelconques. Le déterminant A[/,,/:,...,/,-2] peut se mettre sous la 
forme (?) 


Clif, .. .» /n-2] x K, 


K — t+Y-2 EX+Ô-2 , zitı-t at 
x (1 — st? (1 — e)B+2-2 ... (1 z)#+72 
x (s— £)1+8-2 |, (s — s)rt? 


avec 


>< (y —s )9+1-2, 


Quant à C[ fi, fo, ---» fa. J, C’est un facteur constant qui change quand 
on passe d’un systeme de fonctions intégrales à un autre. On voit que, 
les variables s, ¢, ..., 3 vérifiant toujours les inégalités (2), K a une 
valeur essentiellement positive. Donc ou bien C n’est pas nul, et alors 
A est essentiellement different de zéro; ou bien C est nul, et alors A 
est nul identiquement. Ce dernier cas se présentera toutes les fois que 
les intégrales particulières f,,/,, ..., fr. ne seront pas linéairement 


(1) N°5. 
(3) N° 6. 
Ann, de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome V. — Novemane 1888. 47 
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indépendantes, et plus généralement lorsqu'elles seront liées par une 
relation homogene d'un degré quelconque. 

II. Apres avoir fait cette étude préliminaire du systeme (4), 
M. Schläfli revient aux fonctions (a3), (By), ..., (Ot). C’est là la partie 
la plus originale du Mémoire; son auteur y emploie des artifices ex- 
trèmement ingénieux, mais que nous devons renoncer à exposer ici. 
Nous savons déjà que (aß) est une intégrale du systeme (4); M. Schläfli 
étend la même propriété aux fonctions (By), ..., (Br) ('), de sorte 
que l’on a 

A[(x3), (By), Les (9)! — Ga), (By), cee) (9)] x K. 
De plus, un calcul très long et très compliqué (?) donne 


| T(a)T(ß)...TC: 
C143), (39 (0 ET, 


La valeur de la constante n’est pas nulle. Il est ainsi démontré que, 
sous les conditions (2), le déterminant A est différent de zero. 


4. Tels sont les principaux résultats contenus dans le Mémoire de 
M. Schläfli. Complétons ces considérations par quelques remarques 
simples. Dans ce qui précède, les fonctions (aß), (By), ..., (Br) n'ont 
été définies que pour les valeurs réelles des variables; mais il est facile 
maintenant de généraliser leur définition. Car ces n — 2 fonctions, 
étant des intégrales particulières du système (4), sont développables 
par la série de Taylor dans le voisinage de tout systeme (s,, 40, ...,3) 
vérifiant les inégalités 1 >s, > 4 >... > 5, > 0. Ce sont ces dévelop- 
pements qui serviront de définition à nos fonctions pour le cas des va- 
riables complexes. Appelons /,, fa» ..., fr-2 les fonctions ainsi géné- 
ralisées, et posons, en changeant un peu la signification de (aß), 

v), ee, (9), 

(Pr) | (a3)=Mfi(s, 6, ...,5), 
(27) = Mis, t, ..., 5), 


(9) =Mfn-o(s, t,..., 3). 
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Soit (Mo, — So» fos Los +++» 20) Un systeme de valeurs des variables 
vérifiant les inégalités (2). Pour ce systeme, les valeurs (aß),. 
(BY Jo -.., (Br). des fonctions sont positives ; ces fonctions sont régu- 
lieres dans le voisinage de ce systeme de valeurs; enfin leur deter- 
minant fonctionnel est M"-*A[/,,/,,...,/, 2]: il est different de zero 
pour M,, — Sq, fo. ..., 50. Par suite, on peut faire l’inversion pour ce 
système de valeurs des variables. Considérons donc les fonctions in- 
verses M, — 5, t,..., sde(aB), (By), ..., (Or). Elles sont représentées 
par des séries procédant suivant les puissances de (a3) — (aß),. 
(BY) — (dyY)os «++» (9) — (Mo, et qui convergent tant que les mo- 
dules de ces différences sont respectivement inférieurs à des quantités 
R,,R,,...,R,_,. Parmi les valeurs de (aß), (By), ..., (0) comprises 
dans la région de convergence, celles qui ont de l'intérêt pour nous 
sont les valeurs positives. Pour un système de valeurs positives des 
variables comprises dans la région de convergence, les fonctions M, 
— $,t,..., 3 ont des valeurs réelles. La question est de savoir si ces 
valeurs sont encore liées par les inégalités (2). Il est clair que ces iné- 
galites sont vérifiées dans le voisinage immédiat de (45), (By)o, ..., 
(9t),. Tant qu’elles sont vérifiées, on a entre les valeurs des variables 
(xß), ... et celles des fonctions M, —s, ... les relations (5). Cela 
posé, soit (aß),, (By),, ..., (9), un système de valeurs positives des 
variables appartenant à la région de convergence et tel que, pour («3) 
compris entre (a3), et (#3),, pour (By) compris entre (By), et 
(By),, etc., les inégalités (2) soient vérifiées. A ce systeme de valeurs 
des variables correspond pour les fonctions un système de valeurs M,, 
—5,,1,,..., 3,. Nous nous proposons d'examiner si ces valeurs satis- 
font encore aux inégalités (2) ; autrement dit, s’il est possible que l’on 
ait M, = 0, ou bien l'une des égalités 


IS, Si = bh, oe eg Ni — Si» +; — 0. 


Ce qui nous guidera dans cet examen, c’est la remarque suivante : 
M, —s, ¢,..., s tendant respectivement vers M,, — s,, &, ..., 3,, les 
seconds membres des relations (5) tendent vers (af),,(By),,..., (Ot),, 
Ceci montre immédiatement l'impossibilité de l'égalité M, =o, car 
alors (aB),, (By). ..., (9), seraient tous nuls. Passons à l'égalité 
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s, = 1. Dans cette hypothèse, on a 


N 
(23), =M, [ m%—! (1 -w)P+r-2(ı — ty)! (1 — 50)! de, 


+0 


N 
(37) = M, f wei — w)B+Y-2(1 — Ho), .(1— 3,0)! da. 


Pour que la premiere intégrale ait un sens, il faut que 6 + y soit plus 
grand que 1; mais alors la seconde intégrale est nulle, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. Ainsi on ne peut avoir s, =1. On démontrera de 
même l'impossibilité des égalités s, = ¢,, ..., y, = 34. 

Enfin supposons 3, = 0. On a, dans cette hypothèse, 


(6), = M, [ a — 1-0 — ı)Y 1... (Yo — 1)9-! dw. 


Yı 
La condition pour que cette intégrale ait un sens est 


I—a+ti—B+1—y+...+1—9>1 
ou | 
x+B+y+...+9<n—3, 
ce qui, en vertu de l'égalité «+8+y+...+t1+x=n-— 2, peut 
s’ecrire 
t+x>l. 

Voyons ce que devient, dans celte hypothèse, la fonction P de w 

considérée au n° 2. Elle s’écrit 


P,=M, f o%—! (1 — oy) B11 — Ss W)Y-1...(1—.y,w)9-! du, 
0 . 


Elle est encore holomorphe dans le demi-plan & et prend une valeur 
déterminée en chaque point de 5, même au point à l’infini ; mais la 
ligne brisée qu'elle fait correspondre à l'axe réel o se compose de 
n — 1 côtés seulement. Les n — 2 premiers de ces côtés sont (23),, 
(B~),, ..-, (9), et les a — 2 premiers angles sont, comme dans le 
polygone proposé, az, Br, ..., Or. Ainsi les nombres (af),, (By),, ..., 
(91), satisfont à cette condilion, que si l’on construit une ligne brisée 
_A,B,C,...1, ayant ces longueurs pour côtés et pour angles Br, yn, ..., 


a 
€ 


Ar, la ligne menée par le point A, de manière à faire avec A,B, un 
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angle ar vient passer par le point I,. On peut encore exprimer ce fait 
en disant qu’il y a une ligne brisée fermée de n côtés ayant les angles 
du polygone proposé et dont les a — 2 premiers côtés ont pour lon- 
gueurs (aß), (By),,..., (0r),, mais que le (n — 1)*™* côté de cette 
ligne est évanouissant. 

Cherchons maintenant à parvenir au polygone proposé, dont nous 
désignerons le contour par L. D'après le n° 2, au système de valeurs 
(Mo, — So, 05. 59) correspond une ligne brisée fermée L, de n côtés, 
ayant les mêmes angles que L, et dont les 2 — 2 premiers côtés 
ont pour longueurs (23) , (BY)or --+» (0), On peut admettre que, 
(aB),, (BY), ... étant n — 2 nombres quelconques compris respec- 
tivement entre (aß), et AB, (By), et BC, etc., il y a une ligne brisée 
fermée de n côtés, dont aucun côté n'est évanouissant, ayant les an- 
gles du polygone proposé, et dont les n — 2 premiers côtés ont pour 
longueurs (a3 ),, (By),, -... Si les lignes L, et L ne remplissaient pas 
cette condition, on intercalerait entre L, et L des lignes intermé- 
diaires telles que, pour deux lignes consécutives quelconques, la con- 
dition fût remplie. Si maintenant nous considérons les fonctions in- 
verses, nous voyons que, pour tout systeme (aß), (By),... de valeurs 

positives des variables comprises respectivement entre (aß), et AB, 
(By), et BC, ..., et situées d’ailleurs dans la région de convergence, 
les valeurs des fonctions satisfont nécessairement aux inégalités (2). 
La fonction P de w correspondante fait correspondre à l’axe réel o la 
ligne brisée de n côtés ayant les angles donnés et pour longueurs des 
n — 2 premiers côtés (<3), (By), .... Si, en particulier, le système AB, 
BC, ... est compris dans la région de convergence, les valeurs corres- 
pondantes des fonctions résolvent le problème. Au cas contraire, nous 
partirons d'un systeme (23),, (By),. ... de valeurs comprises respecti- 
vement entre (a3), et AB, etc., et appartenant à la région de conver- 
gence; nous répéterons sur ces valeurs et les valeurs correspondantes 
M,, — 51, fu, ... ce quia été fait sur (a3),. (By), ... et les valeurs 
Mo» — So. fo, -.. Nous continuerons ainsi, et à chaque opération nous 
nous serons rapprochés de la ligne brisée L. 


5. Mais ce qui n’est pas prouvé par le raisonnement précédent, c’est 
que, au bout d’un nombre limité de telles opérations, nous arriverons 


374 J. RIEMANN. 


a avoir une region de convergence à laquelle appartiendront les valeurs 
AB, BC, ..., LI. On peut craindre, en effet, qu'il y ait entre le systeme 
initial [(23),,(By)o....] et le système (AB, BC, ...) un système in- 
termédiaire [(23),,(3y),,-..] critique pour les fonctions inverses ; 
ou encore, s'il n’en est pas ainsi, que le système (AB, BC, ...) lui-même 
soit un système critique. Dans le premier cas, on ne pourra pas ap- 
procher autant qu’on voudra du polygone donné ; dans le second cas, 
on pourra bien en approcher autant qu’on voudra, mais on ne pourra 
pas l’atteindre. 

Cette difficulté sera évidemment surmontée, si l’on parvient à faire 
voir qu’il n’y a pas de système [(a3), (By), ...,(@1)] de valeurs posi- 
tives qui soit critique pour les fonctions inverses. Mais un peu de 
réflexion fait comprendre qu'une telle proposition n’est nullement 
conforme à la réalité. Considérons de nouveau une fonction P de w du 
genre de celles dont il a été question dans le n° 2. La ligne brisée que 
cette fonction fait correspondre à l’axe réel o n’est pas nécessairement 
simple : elle peut se couper elle-même. Mais elle est assujettie à une 
condition qui a été énoncée dans le n° 7 de la première Partie : c’est 
que, si l’on considère la partie de cette ligne d'où l’on peutaller à l’in- 
fini sans passer de nouveau par un point de la ligne, cette partie doit 
limiter une région du plan connexe, c’est-à-dire composée d’une seule 
aire, et non de plusieurs aires séparées les unes des autres. 

La figure ci-jointe donne un exemple de lignes ne satisfaisant pas à 





cette condition : telles sont les lignes ABCD’E’, ABCD’E’, limitant la 
première deur, la seconde trois triangles séparés. 
Ceci posé, il va nous être facile de mettre en évidence l’existence 
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forcée de systèmes de valeurs critiques. Imaginons qu'on ait déter- 
mine les constantes pour la ligne ABCDE ; prenons cette ligne pour 
point de départ, et, des trois côtés AB, BC, CD, faisons varier seu- 
lement le troisième. Il est certain, pour les raisons que nous avons 
dites, que nous ne pourrons arriver à la valeur CD”; il y a donc 
à coup sur, entre CD et CD”, une valeur critique. Cette valeur est au 
plus égale à CD’. 

Il est vrai que l’on peut s'arranger de manière qu'entre L, et Lil 
n'y ait pas de ligne intermédiaire présentant cette impossibilité géo- 
métrique, de sorte qu’on sera ramené à prouver qu'il ne peut y avoir 
d'autres systèmes critiques que ceux qui donnent une transition de 
lignes brisées possibles à des lignes brisées impossibles. Mais la ques- 
tion ainsi posée, difficile à traduire algébriquement, ne semble pas 
simple à résoudre dans l'état actuel de la Science. 


Remarque. — On peut envisager la question à un autre point de vue. 
Des considérations très générales, dont il sera question plus loin, ont 
permis à M. Schwarz d’énoncer, comme cas très particulier, la possi- 
bilité de la représentation d’un polygone quelconque sur un demi- 
plan. Si l'on se propose d’obtenir effectivement cette representation, 
on pourra procéder comme nous venons de l'indiquer, en ayant bien 
soin d'éviter etles polygones à côtés évanouissants et les lignes brisées 
géométriquement impossibles, et l’on sera sûr de n'être pas arrêté en 
chemin. C'est ce qui fait que, malgré leur imperfection comme mode 
de démonstration, les considérations précédentes peuvent compléter 
utilement, dans le cas du polygone, la théorie générale que nous 
abordons maintenant. 


TROISIÈME PARTIE. 


1. Nous venons de voir à quelles difficultés on a affaire et en pré- 
sence de quelles complications on se trouve lorsqu'on essaye de ré- 
soudre le problème de Dirichlet pour un polygone en cherchant à 
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représenter celui-ci sur un demi-plan. Ce sont encore des considéra- 
tions de représentation conforme, mais jointes à d’autres plus géné- 
rales, qui ont permis à M. Schwarz, de la manière la plus élémentaire, 
de résoudre le problème pour tout polygone limité par un nombre fini 
d’arcs réguliers de lignes analytiques. Il y a plus : on n’est pas arrêté à 
la connexion simple, et l’on peut considérer une aire dont le contour 
est formé par un nombre quelconque de tels polygones. 

I] importe avant tout de préciser ce que nous entendrons par un arc 
régulier de ligne analytique ('). Considérons une série entière, or- 
donnée suivant les puissances de ¢— ¢,, 1, étant un nombre reel, et 
ayant des coefficients tous réels, 


Ay ta,(t—t,) +a,(t—t)?+.... 


Cette série est convergente dans un certain cercle ayant le point £, 
pour centre. C’est un élément fonctionnel d'une certaine fonction ana- 
lytique de ¢. Si l'on cherche à l’étendre analytiquement le long de 
l'axe réel, on sera en général arrêté à deux valeurs de £, situées de part 
et d'autre de £,, et qui seront des valeurs singulières pour la fonction 
analytique. Sur toute la portion de l’axe réel comprise entre ces deux 
points limites, la fonction ainsi définie a une valeur réelle. J’ap- 
pelle (2) cette fonction. 

Considérons maintenant une seconde série de méme nature 


bot bi(t—t;) +- b,(¢— U). ecg 


définissant une fonction analytique (+) régulière dans le voisinage 
de chaque point d’une certaine portion de l’axe réel, les extrémités 
étant exceptées, et réelle tout le long de cette portion. J’admets enfin 
que les deux portions de l'axe réel relatives l’une à 9(¢), l'autre 
à Y(t), alent une portion commune aß. Posons 


z=o(t), 7 =%Ÿ(t), 


el faisons varier ¢ de a’ à 8’, &’ étant aussi voisin qu’on veut de a, 
et 8’ aussi voisin qu'on veut de ß. Le point (x,y) décrira alors un 
arc de courbe que nous appellerons arc de ligne analytique. 





(1) Scawarz, Monatsberichte, § 8; 1870. 
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J'envisage l'intervalle («’, 3’). Une valeur de ¢ appartenant à cet 
intervalle sera dite singulière si l’on a à la fois 


9'({)=0, d'(t) = 0. 


Soit («”, 8”) un intervalle inclus dans («’, 3’) et dépourvu de valeurs 
singulières, les limites a’, 3” ne devant pas non plus être singulières. 
i variant de a” à 8”, le point (x, y) décrira une portion AB de l’arc de 
ligne analytique considéré plus haut. Cette portion a une tangente 
déterminée en chaque point sans exception; de plus, à chacun de ses 
points correspond une seule valeur de ¢ appartenant à l'intervalle 
(a”, 3”). C’est là ce que nous appellerons un arc régulier de ligne ana- 
lytique. 

Citons comme exemples de tels arcs : 1° un segment rectiligne aussi 
grand que l’on veut; 2° un arc de cercle aussi voisin que l’on veut du 


cercle tout entier. 


2. De la définition donnée d’un arc régulier de ligne analytique 
résultent très simplement d'importantes propriétés, que nous allons 
maintenant exposer. 

Gardons les notations qui précèdent, sauf que nous remplacerons a” 
et 3” par « et 5. Posons 

f(t) = (4) + ty (t). 
Cela étant, soit S une aire renfermant l’arc AB tout entier à son inté- 
rieur, et soit s,—= F(s) une fonction qui représente l'aire S sur une 
autre aire S,. A AB cette fonction fait correspondre un arc A,B, inté- 
rieur tout entier à S,. Je dis que A,B, aussi est un arc régulier de ligne 
analytique. 

Considérons en effet la fonction 


Jı(t) = F[/(4)]. 


Elle est reguliere dans le voisinage de chaque point du segment aß. 

En outre, sa dérivée ne s'annule pour aucun de ces points, car elle est 

égale au produit F’(s) x f(t), 2 étant l’affixe du point correspondant 

de AB. On peut donc mettre /,(t) sous la forme 9,(¢) ih, (t), 9, 

ety, étant deux fonctions analytiques régulières dans le voisinage de 

chaque point de «ß, prenant l’une et l’autre des valeurs réelles en tous 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome V. — Novemsre 1888. 48 
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l'aire (T,F,, F,), /(t) ne prend pas deux fois la même valeur. La 
fonction s = f(t) représente par conséquent l'aire (T,T,,T,) sur 
l'aire (C,C,,C,). En continuant ainsi, et en ayant soin de choisir 
chaque cercle assez petit pour que la portion qu'il a nécessairement 
en commun avec le cercle précédent soit la seule qu’il ait en commun 
avec l'aire formée par l’ensemble des cercles précédents, on parvient 
à une aire, renfermant à son intérieur aß, que la fonction 2 = /(¢) 
représente sur une aire contenant AB, de manière qu'à «8 corres- 
ponde AB. 


3. Dans la I'* Partie, nous avons résolu le problème de Dirichlet 
généralisé (en supposant déjà résolu le problème classique) par une 
fonction que nous avons appelée U. Il est facile de voir que notre solu- 
tion tombe en défaut dans un cas particulier. Soit A un point singu- 
lier; appelons AM et AM’ les deux branches de s issues de A, et soit 
MAM’ le sens direct. Supposons que AM et AM’ aient la mème tan- 
gente AT; admettons en outre que AT pénètre à l'intérieur de l'aire, 
si AM et AM’ sont de part et d'autre de cette tangente; qu’elle reste au 
contraire extérieure à S, si AM et AM’ sont du même côté. On dit 
alors que le point A est une pointe. Dans ce cas, l'angle « relatif à ce 
point est égal à zéro, de sorte que les formules données deviennent 
inapplicables. 

Je me propose de traiter le cas de la pointe, lorsque AM et AM 
sont deux arcs réguliers de lignes analytiques. 

Soit a l’affixe du point singulier, et soit « l'argument de la tan- 
gente AT. Posons 3 — a = re”. La courbe AM est définie par les équa- 
tions 

rcos9=o(t), rsind=4(t), 
o et Ÿ étant des fonctions analytiques régulières dans le voisinage de 
t = oet dont les dérivées ne sont pas nulles simultanément pour ¢ = o. 
L'ordre c du contact de AM avec AT est l’ordre infinitésimal de 0 — a 
par rapport à r. D'ailleurs r est du même ordre que 2, 0 — « est du même 
ordre que sin (0 — «) : il suffit donc d'évaluer, par rapport à £, l’ordre 
infinitésimal de | 
W(t)cosæ — 9(¢) sing, 


et de retrancher ı au nombre obtenu. c est done un nombre entier au 
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moins egal à 1. Soit de mème c’ l'ordre du contact de AM’ avec AT. 
Soit enfin u l'ordre du contact de AM avec AM’: u est l’ordre infini- 
tesimal de 9 — 0’ par rapport à r. Or 


D— G— (9 — à) —(6'— x). 


Si donc cet c’ sont différents, u est le plus petit de ces deux nom- 
bres. Soit maintenant c — c’. Alors, si 0 — «et 9’ — «a sont de signes 
contraires, c’est-à-dire si AM et AM’ sont de part et d'autre de leur 
tangente commune, on a toujours a — c — c’. Cette égalité subsiste en 
général lorsque AM et AM’ sont du même côté de leur tangente com- 
mune, mais il pourrait se faire que u fat supérieur ac. Dans tout ce 


qui suivra, nous exclurons ce cas exceptionnel. 


ia \p 
— =) - Dans cette 





Je considere maintenant la fonction rationnelle ( 


be 
ad 


fonction, le coefficient de i changé de signe est 


_ a a) ce). 


u 
C'est lui qui va remplacer la fonction u du cas général. On voit tout 
d'abord qu'il tend vers une limite lorsqu'on tend vers A sur MA ou 
sur M'A, car 








KO) RO, Ba) LU) arg 
rh re , reo re 


el u. ne dépasse nic nic’. Lorsqu’on tend vers A par un chemin quel- 


conque intérieur a S, u tend encore vers une limite, car on a 


pI — a). plo a) Le 2), 


5>H0> 6! d’oi 
ory, ü Per = FM 


Enfin les deux valeurs limites relatives, l’une à MA, l’autre à M’A, 
sont différentes, et l’exces de la première sur la seconde est 


im [PCS] a; 





À est un nombre positif. 
Le terme qui, dans l’expression de U, correspondra au point singu- 





me me et 


(1) Scawanz, loc. cit., p. 777. 
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A 
de lui adjoindre une fonction compensatrice ¢. 
La valeur vers laquelle tend U quand on tend vers A par un chemin 
intérieur à S peut s’ecrire comme il suit : 


lier a, sera —u. De plus, la fonction u étant unıforme, il n’y a pas lieu 


hata Da, 
en posant 


B'— lim jee |. B’> 0. 


Cette valeur appartient toujours à l'intervalle (/’,/+¢). On peut 
encore écrire son expression comme il suit : 


=D) + 0(:—2), 
en posant 
B= lim Fe] ) d’ou B20, B + B‘= A. 


On voit l’analogie de ces formules avec celles du cas général. Aussi 
toutes les propriétés établies pour les fonctions U subsistent-elles dans 
le cas actuel. 

La solution que nous venons de donner du probleme généralisé 
dans le cas où, parmi les points singuliers, se trouve une pointe, sup- 
pose : 1° que cette pointe est formée par deux arcs réguliers de lignes 
analytiques; 2° que l’ordre de leur contact mutuel n'est pas supé- 
rieur à l’ordre du contact de chacun d’eux avec leur tangente com- 
mune. Toutes les fois que dans la suite nous construirons une fonc- 
tion U pour une aire S, nous supposerons remplie cette double 
condition pour toutes les pointes de S. 


4. Le théorème sur lequel M. Schwarz base sa résolution du pro- 
bleme de Dirichlet repose sur le lemme suivant (‘) : 

Soit S une aire pour laquelle on sait résoudre le probleme de 
Dirichlet. Partageons le contour s en un nombre limité de parties et 


(1) Ce lemme occupe, dans le Mémoire de M. Schwarz, les §§ 10 ot 11. 
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repartissons celles-ci en deux groupes que nous appellerons A et B. 
Designons par L des lignes intéricures à S et pouvant rencontrer s en 
des points intérieurs à À ou appartenant à la fois à A et à B, mais non 
en des points intérieurs à B. De plus, si M est un point commun à A, 
a BetàL, L ne dout pas être tangent a B en M, si ce point est un point 
ordinaire de S; si M est une pointe, l’ordre du contact entre B et L, 
lequel ne saurait être inférieur à l'ordre du contact entre A et B, ne 
doit pas non plus lui être supérieur. 

Je dis qu’il existe un nombre g, positif et plus petit que r, jouissant 
de la propriété que voici : construisons pour l'aire S la fonction U re- 
lative aux valeurs suivantes : le long de A, la valeur zéro; le long 
de B, des valeurs quelconques; soit g la limite supérieure de leurs 
modules. Quelles que soient ces valeurs, les valeurs de|U| le long 
de L ne dépassent jamais gq. 

Pour le voir, prenons le long de A la valeur zéro, le long de B la 
valeur + 1. Soit V la fonction correspondante. Ses valeurs dans S sont 
toutes positives. En particulier, ses valeurs le long de L ont une limite 
supérieure positive g. Je vais montrer que ce nombre g répond aux 
conditions de l'énoncé. 

En premier lieu, g est inférieur à 1; car il existe sur L un point M 
tel que la limite supérieure des valeurs de V pour les points de L situés 
dans le voisinage de M soit toujours g, quelque restreint que soit ce 
voisinage. Si ce point M est dans S, g est la valeur de la fonction V en 
ce point, et nous savons qu'elle est inférieure à 1. Si M est sur le con- 
tour s, g est la limite vers laquelle tend V lorsqu'on tend vers le 
point M par ce chemin. M ne peut être à l’intérieur de A, c’est donc 
un point commun à À et à B. D'après ce qui a été vu, g appartient à 
l'intervalle (o, 1). Il ne peut être égal à 1, car cela exige que L soit 
tangent à B, si M est un point ordinaire de S; que l’ordre du contact 
de L avec B soit supérieur à l'ordre du contact de A avec B, si M est 
une pointe. L’une et l’autre de ces circonstances ont été exclues dans 
l'hypothèse. Le nombre g est donc plus petit que r. 

Prenons, en second lieu, des valeurs quelconques le long de B, et 
soit U la fonction correspondante. Envisageons la somme gV + U, qui 
est, comme on sait, une nouvelle fonction U. Elle est nulle sur A, elle 
n'est jamais négative sur B : par suite, elle n’est jamais négative dans S. 
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En particulier, ses valeurs sur L ne sont jamais negatives. Mais on 
peut écrire 
gV+U=gqg+U+g(V—-3g). 


Le terme g(V — q) n'étant jamais positif le long de L, cela exige 
que la somme gq + U ne soit jamais negative. On montre de méme, 
en considérant la fonction gV — U, que la différence gg — U n’est 
jamais négative sur L. Autrement dit, les valeurs de |U] le long de L 
ne sont jamais supérieures à gg. 


5. J’ärrive à la partie fondamentale de la théorie de M. Schwarz ('). 
Soient deux aires S, et S, ayant en commun une ou plusieurs aires, 
dont nous désignerons l’ensemble par S,. Les deux contours s, et s, 
peuvent coincider en partie. J'appelle L, la portion des, qui n’est pas 
intérieure à S,, L, la portion de s, qui n’est pas intérieure à S,. Je 
désigne par L, et L, les restes de s, et de s,. La portion du plan que 
recouvre l’ensemble des deux aires S, et S, est une aire S dont le con- 
tour s se compose de L, et de L,. J’admets en outre que tout point 
commun à L, et à L, appartient aussi à L, et à L,, etque, M étant un tel 
point, L, n’est pas tangent en M à L,, si M est un point ordinaire deS; 
si M est une pointe, nous supposerons que l'ordre de contact entre L, 
et L,, qui ne peut être inférieur à l’ordre du contact entre L, et L,, ne 
lui soit pas non plus supérieur. 

Cela étant, je suppose que l’on sache résoudre le problème de Di- 
richlet et pour S, et pour S,, et je me propose de le résoudre pour S. 

La marche que nous allons suivre à cet effet a reçu de son inven- 
teur le nom de passage à la limite par procède alterne. Aux valeurs 
données le long de L, je joins des valeurs absolument quelconques le 
long de L,, et je construis la fonction U relative à ce systeme de va- 
leurs; soit U, cette fonction définie pour S,. Elle a des valeurs deter- 
minées sur L,; joignons ces valeurs aux valeurs données le long de L., 
el construisons la fonction U correspondante ; soit U, cette fonction 
définie pour S,. Joignons les valeurs de U, sur L, aux valeurs données 
sur L, pour construire une nouvelle fonction U, U., définie pour 


(1) Scuwarz, Monatsberichte, $ 12; 1870. 
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l'aire S,. Poursuivons indéfiniment cette opération. Nous obtenons 
deux suites de fonctions 

(1) U, Us, Un... 
(a) U, Us, Us. 





Ce sont des fonctions U, celles de la suite (1), pour l'aire S,; celles de 
la suite (2) pour l’aire S,. Considérons les deux séries 


(3) U,+ (U;—U,) + (U;— U3) +. . + Um Umı) ++ 
(4) U, + (U,— Us) + (Us—U,) +... + (Ups Usa) ooo 





D'après la loi de formation des fonctions U, on voit qu'il y a eoinci- 
dence, le long de L,, entre deux termes de même rang des deux séries; 
le long de L,, entre un terme de la série (3) et le terme de rang im- 
médiatement inférieur de la série (4). Je vais montrer que ces deux 
séries convergent uniformément, la première dans l'aire S,, la seconde 
dans l'aire S,. 

Le lemme du n° 4 s'applique à l'aire S,, si l’on prend pour A la 
portion L,, pour B la portion L,, enfin pour L les lignes L,. En effet, 
d’après l'hypothèse, L, ne rencontre L, qu’en des points appartenant 
aussi à L,. Soit M un de ces points : si M ést un point ordinaire 
pour S,, c'est un point ordinaire pour S, de sorte que L, et L, ne sont 
pas tangents en ce point. Si M est une pointe pour S,, c'est aussi une 
pointe pourS, sans quoi la condition de l'énoncé ne serait pas remplie; 
l'ordre du contact entre L, et L, n’est pas supérieur à l’ordre (L,, L,), 
sans quoi il serait supérieur a fortiori à l'ordre (L,,L,). Le lemme 
fournit alors un nombre positif plus petit que 1, que nous appelle- 
rons g,. Il s'applique de même à l'aire S,, où L,, L, et L, jouent res- 
pectivement le rôle de A, B, L : soit g, le nombre positif plus petit 
que 1 correspondant. 

Ceci posé, examinons les différents termes des séries (3) et (4). 
Partons de U, — U,. Cette fonction est nulle sur L,; sur L,, elle prend 
certaines valeurs : soit G la limite supérieure de leurs modules. 
[U, — U, | est inférieur à G dans S,. 

Le terme U,— U, est nul sur L, et coincide sur L, avec U, — U,; 
d’après le lemme, |U, — U,| ne dépasse pas Gq, le long de L, : done 
JU, — U, | est inférieur à Gg, dans S. 
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Pareillement, U, — U, est nul sur L, et coincide sur L, avec U, — U.. 
D'après le lemme, |U,— U,] ne dépasse pas Gq,q, le long de EL, : 
donc | U, — U, | est inférieur à Gg,g, dans S,. 

Il n'y a aucune difficulté à poursuivre ce raisonnement, qui conduit 
à la conclusion générale suivante : 

Uni — Un. | est inférieur à G(g,9,)""' dans S,. 

[Uns — U,,| est inférieur à Gg,(g,92)”" ' dans S,. 

Le produit g,g, étant un nombre positif plus petit que ı, 


Gm)! et Gqgi(giqs)""! 


sont les termes généraux de deux progressions géométriques décrois- 
santes. La convergence uniforme des séries (3) et (4) est ainsi mise 
en évidence. 

Nous pouvons dès lors appliquer à ces deux séries les résultats qui 
ont été démontrés dans la I" Partie, n° 19. La série (3) définit une 
fonction U pour l'aire S,; appelons-la U’. On voit immédiatement 
qu’elle prend sur L, les valeurs données. Cette fonction n'a pas de 
points singuliers sur L,; elle en a sur L,, aux points où les valeurs 
données subissent une rupture de continuité; enfin elle peut en avoir 
aux points communs à L, et à L,. De même, la série (4) définit une 
fonction U”, qui est une fonction U pour l'aire S,; cette fonction U” 
prend les valeurs donnéessur L, et a, comme points singuliers, d'abord 
les points de L, où les valeurs données éprouvent une rupture de con- 
tinuité, ensuite peut-être les points communs à L, et à L,. 

Les fonctions U’ et U” sont définies toutes deux pour l’aire S, com- 
mune aS, et à S,. Comparons leurs valeurs sur s,. Ce contour se compose 
de L,, de L, et des parties communes à L, et à L,. Considérons d’abord 
cette dernière partie de s, : nos deux fonctions prennent la même 
valeur en chaque point non singulier, savoir la valeur donnée, et ten- 
dent vers la même limite lorsqu'on tend vers un point singulier par un 
chemin quelconque. Nos deux fonctions coincident aussi sur L, et 
sur L,. Soit, par exemple, A un point de L,, et appelons a,, a’, a” les 
valeurs en ce point de U,, U’, U”. Ona 


Mais, d’après la loi de formation des fonctions U, @,,4. = @»+,. Donc 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome V. — Noveusaz 1888, 49 
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a = a”. Les deux fonctions coincident donc sur L,. On verrait de 
même qu'elles coincident sur L,. 

Il reste à examiner ce qui se passe à l’extrémité A d’un arc L, ou L.. 
Supposons d’abord que ce point A soit une extrémité d’un arc L, et ne 
soit pas en même temps sur L,, c’est-à-dire sépare L, d'une partie 
commune à L, et à L,. Alors, si ce point n'est pas un point singulier 
pour U”, il n’est pas non plus un point singulier pour U’; U’ et U" y 
prennent la même valeur, la valeur donnée. 

Supposons à présent que A soit un point singulier pour U”. Il 
pourra se faire que ce ne soit pas un point singulier pour U’. Cela ar- 
rivera lorsque L, sera tangent à L,, si À est un point ordinaire de S; 
si À est une pointe, lorsque l’ordre de contact (L,,L,) sera supérieur 
à l’ordre (L,,L,). Dans ce cas-là encore, U’ et U”, considérés seule- 
ment dans S,, prennent en A la même valeur. Hors de ce cas parti- 
culier, À est aussi un point singulier pour U’. Je vais montrer alors 
que, par quelque chemin intérieur à S, que l’on tende vers A, U’ et U” 
tendent vers la même valeur limite. 

Supposons que le point A soit un point ordinaire de S. Alors la 
valeur limite de U’ correspondant à un chemin qui fait avec L, et L, 
des angles 9, et 3, a pour expression 


La valeur limite de U” correspondant au même chemin est 


w= b, (1- Er) +l, (1- =). 


Je dis que A” est égal à A’. Pour cela, observons que l’on a 


Par suite 


d’où 
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Un calcul tout semblable conduit à la même conclusion lorsque le 
point À est une pointe. 

On traiterait de la même façon le cas où A est une extrémité d’un 
arc L,, sans être en même temps sur L,. 

Je suppose, en second lieu, que le point À est commun à la fois à L,, 
L,, L, et L,. Si A est un point ordinaire de S, L, et L, ne sont pas 
tangents ; soit «, leur angle. Si l’on tend vers A par un chemin L inté- 
rieur à S,, U’ et U” tendent vers des limites 


À'— (1-2) +4(1-2), 


En refaisant deux fois le calcul précédent, on arrive à mettre l’une 
et l’autre de ces expressions sous la forme 


(a) a (2) 


Done A’= À”. On arrive à la même conclusion lorsque le point A 
est une pointe de S. 

En résumé, les fonctions U’ et U”, harmoniques toutes deux dans 
S,, prennent la même valeur en chaque point de s,, à l'exception d'un 
nombre limité de points A, où ni l’une ni l’autre ne prend de valeur 
déterminée. Mais qu’on tende vers un de ces points A par un chemin 
quelconque, et toutes deux tendront vers la même limite. On en conclut 
que U’ et U” sont identiques dans S,. 

Soit U la fonction égale à U’ dans S,, a U” dans S,. La valeur vers 
laquelle tend cette fonction lorsqu'on tend vers un point À commun à 
L, et à L, par un chemin L intérieur à S se met, par un calcul inverse 
du précédent, sous la forme 


A=], (1-2) +4(1— 2). 


L'analyse qui précède nous permet d’énoncer les conclusions sui- 
vantes : | 
1° Si les valeurs données n'éprouvent pas de discontinuité le long 
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de s, la fonction trouvee U, harmonique dans S, prend en chaque point 
de s la valeur donnée. Le probleme de Dirichlet est donc résolu pour 
l'aire S. 

2° Si les valeurs données éprouvent des discontinuités, on sait con- 
struire la fonction U relative à ces valeurs ; mais ici l'application de la 
règle générale est inutile, car il résulte de nos calculs que la fonction 
U formée par le procédé alterné est identique à la fonction cherchée. 

3° Dans un cas comme dans l’autre, la fonction U à laquelle on par- 
vient est la même quelles que soient les valeurs initiales choisies le 
long de L,. 


6. L’importance pratique du théoreme qui précéde est manifeste. 
SiS, et S, sont deux aires représentables sur le cercle, se recouvrant 
en partie et satisfaisant aux autres conditions de l’énoncé, on sait ré- 
soudre le probleme pour l’aire S constituée par leur ensemble. Si S, 
est une nouvelle aire représentable sur le cercle et ayant une portion 
commune avec S, on sait résoudre le probleme pour l’aire S’ prove- 
nant de la fusion des aires S et S,. On peut poursuivre ce procédé 
aussi longtemps qu'on veut el arriver ainsi à des aires très compliquées. 
Je me propose de faire voir que l’on peut atteindre une aire quelconque 
dont le contour se compose de n polygones limités par des droites, ou 
par des arcs de cercle, ou, plus généralement, par des arcs réguliers de 
lignes analytiques. 

Quelle que soit l’aire dont il s'agit, on pourra toujours commencer 
par tracer à son intérieur assez de cercles pour réaliser, par leur en- 
semble, une aire differant d'aussi peu que l’on veut de l'aire proposée. 
Mais, une fois arrivé près du bord, il faut employer d’autres aires, plus 
ou moins compliquées suivant la nature du bord. Nous allons distin- 
guer différents cas, en commençant par les plus simples (*) : 

1° Le bord est formé de segments rectilignes. — Deux sortes d’aires 
suffiront pour résoudre la question : le segment et le secteur circulaires. 

Soient z,, 5, les sommets du segment, « son angle. La transfor- 


(1) Nous développons, dans ce paragraphe, les affirmations contenues dans le $ 13 du 
Mémoire de M. Schwarz. Les aires auxiliaires dont nous nous servons sont énumérées au 
§ 4 du même Mémoire. 
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mation 





revient à une inversion dont l’origine est le point z,. Elle représente 
par suite le segment sur l’aire comprise entre deux demi-droites fai- 
sant entre elles un angle égal à «. La transformation 


représente à son tour cet espace sur un demi-plan. 
Le cas du secteur se ramène au précédent. Si « est l’angle et z, le 
sommet du secteur, la fonction 


représente le secteur sur un demi-cercle. 

On voit le parti à tirer de ces aires. Un segment par côté et un sec- 
teur par sommet, joints aux cercles tracés à l'intérieur de l'aire, don- 
nent la solution pour l'aire considérée. 

2° Le bord est formé d’arcs de cercle. — Alors au segment cireulaire 
nous substituerons l’espace compris entre deux arcs de cercle, et que 
l’on peut appeler un croissant. Cette aire se représente sur le demi-plan 
absolument comme le segment de cercle. 

Le croissant et le secteur circulaire suffisent à résoudre la question 
tant qu'il n’y a pas de pointes : on n’a qu’à faire correspondre à chaque 
sommet deux croissants reliés entre eux, s'il y a lieu, par un secteur 
circulaire. Néanmoins, si l’angle « relatif au sommet A n'est égal 
niàrnià2r, on peut procéder plus rapidement. On peut tracer un arc 
de cercle coupant orthogonalement les deux arcs de cercle issus de A; 


on obtient ainsi un triangle curviligne d’angles «, =, = Si z, est l’af- 


fixe du point A, et si z, est l’affıxe du second point A’ où se coupent 
les deux arcs de cercle, la transformation 





revient à une inversion d’origine A’. Elle transforme le triangle cur- 
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viligne en un secteur circulaire. Nous sommes ainsi ramenés à un cas 
déjà examiné. 

Reste le cas de la pointe («= 0). Ici encore on peut couper ortho- 
gonalement les deux arcs de cercle issus de A par un troisième, mais 
ce dernier prolongé passe par la pointe. Le triangle curviligne ainsi 
formé peut encore être représenté sur un secteur circulaire, mais une 
fonction transcendante va être nécessaire. Soit z, l’affixe de la pointe, 
et soit « l'argument de la tangente. Posons d’abord 


de manière à amener la tangente à être parallèle à l’axe des x’ posi- 
tifs. La transformation 

3" = - 
revient alors à une inversion ayant la pointe pour origine ; elle repré- 
sente le triangle sur l’espace (E) compris entre deux demi-droites pa- 
rallèles à l'axe des x” positifs et un segment de droite parallele à l’axe 


des y”. Soit enfin 
E—e-:"”, 


A une parallele à l’axe des x” cette fonction fait correspondre une 
demi-droite issue de w (w correspond à 2” = +»); à une parallèle à 
l'axe des y” correspond un cercle de centre w. Par suite, cette fouction 
représente l’espace (E) sur un secteur circulaire. 

3° Le bord est formé d’arcs réguliers de lignes analytiques. — Alors les 
aires élémentaires dont on aura à se servir seront, bien entendu, de 
nature bien plus variée ; mais elles se ramènent toutes aux précédentes 
par voie de représentation conforme. Tant que l'aire considérée ne 
contiendra pas de pointe, une seule aire nouvelle sera nécessaire. Soit 
AB un arc régulier de ligne analytique; enfermons-le dans une aire S, 
et représentons celle-ci sur une aire & de manière que «8 soit rec- 
liligne. Joignons x à 8 par un arc de cercle A formant avec «3 un 
segment de cercle. A A correspond dans la premiere figure un arc ré- 
gulier L de ligne analytique joignant A à B. L’aire comprise entre AB 
et L est représentable sur un cercle. 

Telle est l'aire qui, dansle cas général, jouera le même rôle que le seg- 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET. 391 


ment de cercle dans le cas des lignes droites et le croissant dans le cas 
des arcs de cercle. Ici, comme dans le cas précédent, cette aire ne suffit 
plus lorsqu'il y a des pointes. Soit donc A une pointe, et appelons L et 
L’ les deux arcs qui la forment. Nous allons traiter la question en sup- 
posant que l’ordre du contact entre L et L’ est egal à r. Faisons, 
comme tout à l’heure, une représentation conforme transformant L en 
une portion rectiligne L,. L'ordre du contact se conservant dans une 
représentation conforme, L a un contact du premier ordre avec sa 
tangente L,. On peut donc faire passer par A, un arc de cercle C, 
entre L, et L\. Soit maintenant D, un arc de cercle coupant orthogo- 
nalement L, et C, : le triangle LCD, limité par trois arcs réguliers 
de lignes analytiques, est représentable sur un cercle. Pareillement, à 
L’ on fera correspondre un triangle L’C’D’ obtenu comme il suit: ayant 
représenté le voisinage du point A de manière à faire correspondre à 
L’ un segment rectiligne L,, on trace par A, un arc de cercle C, entre 
L, et C,, puis un arc de cercle D, coupant orthogonalement L, et C,. 
Tous les contacts qui ont lieu en A étant du premier ordre, on est sûr 
que le procédé alterné s’appliquera. 

En resume, on peut considerer le probleme de Dirichlet comme 
résolu pour toute aire limitée par un nombre fini de segments recti- 
lignes, ou d’arcs de cercle, ou plus généralement d’arcs réguliers de 
lignes analytiques ; à condition de supposer, dans ce dernier cas, qu'il 
n'y a pas, entre deux de ces arcs, de contact d’ordre supérieur au 
premier. 


QUATRIÈME PARTIE. 


I. — De la fonction de Green. 


1. Soit S une aire quelconque, et soit A un point intérieur à celte 
aire. Si l’on résout le problème de Dirichlet en prenant pour valeur, 


le long des, log r étant le module de z — a, on obtient une certaine 
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fonction g qui est ce que nous appellerons la fonction de Green rela- 
tive au point À. La propriété fondamentale de cette fonction est la sui- 
vante : sa valeur en un point quelconque deS est inférieure à la valeur 


en ce point de log = Soit en effet B un point quelconque de S autre 
que A. Entourons A d'un petit cercle s’ auquel B soit extérieur. La 
différence u — log - est harmonique dans l'aire limitée par s et s'; 


elle prend sur s la valeur zéro, sur s’ des valeurs négatives (si l’on a 
pris s’ suffisamment petit); sa valeur en B est donc négative. 

On a résolu le probleme de Dirichlet pour toute aire limitée par un 
nombre fini de segments rectilignes. Ce résultat permet à M. Harnack 
de construire la fonction de Green relative au point A, quelle que soit 
l'aire S. Sa démonstration repose d’abord sur la propriété que nous 
venons d'établir, ensuite sur le remarquable théorème dont voici 
l'énoncé ('): 

Soit u +w+Uu,+...+U,-+... une serie dont les termes sont des 
fonctions harmoniques dans S et positives dans toute l'étendue de l'aire. 
Si cette serie converge en un point À intérieur à S, elle converge en tout 
point de S et définit une fonction harmonique dans S. 


Ce théorème résulte de la remarque (?) que voici : 

Soit u une fonction harmonique dans un cercle C, de rayon p, et con- 
tinue sur son contour. J’admets que ses valeurs f (4) sur le contour, 
et par suite ses valeurs dans C, sont toutes positives. On sait que sa 
valeur en un point quelconque (7,9), avec r< p, a pour expression 


un FT (=r) f(y) ay j 
I: 


an), 24 ri oprcos(d —®) 


f(Ÿ) étant constamment positif, cette intégrale est comprise entre 


ef far a PT À xf (dy. 


— r 23T p+r at 





(1) Harnack, Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales, fin du 
§ 20. 
(2?) Harnack, loc. cit., p. 62, 
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Ainsi, a étant la valeur de u au centre du cercle C, ses valeurs sur le 
cercle = concentrique à C et ayant r pour rayon sont toutes inférieures 


+ r a . e % e U e 
à alka. Il en est de même a fortiori de ses valeurs à l'intérieur de ce 


cercle x. 

Revenons maintenant à notre théoreme. De A comme centre .je 
décris un cercle Z tout entier intérieur à S, et je dis que la série con- 
verge uniformément dans X. Soit en effet 7 le rayon du cercle &, et 
soit p le rayon d’un cercle C concentrique à ©, enveloppant Z, mais 
intérieur à S. Notre hypothèse est que la série 


Ay + Ag+ A+... + a+... 


est convergente. Autrement dit, à chaque nombre positif « on peut 
faire correspondre un entier n tel que 


— r 





Anti + Ange tees + Anip LE ’ 











p+r 
quel que soit p. Cette inégalité peut s’écrire 
+r +r +r 
anne = + aura — ete ap <e 


D'après notre remarque, les valeurs dans & de u,,,, Unser ..., Unsp 


. , oe . x +r + Fr +r 
sont inférieures respectivement à a,., er A+ EI yes A: 





Par suite, on a l’inegalite 
Un+s + Un+3 tes + Un+p< Es 


quel que soit p, pour tous les points de £. Par suite, la somme de la 
série est harmonique dans 8 et continue sur c. 

Maintenant rien ne nous empêche de répéter le même raisonnement 
en prenant comme point de départ un point A’ dec. En opérant ainsi 
de proche en proche, nous parvenons à démontrer que la série con- 
verge uniformément dans le voisinage de tout point B intérieur a S, 
d'où il suit que la fonction x est harmonique dans l’aire S tout en- 
tiere ('). 


(!) On peut dire aussi que la série converge uniformément dans une aire S’ différant 
de S d'aussi peu que l'on veut, mais dont le contour s’ est tout entier interieur à S. 


Ann. de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome V. — Noveure 1888. 50 


394 J. RIEMANN. 


Le même théorème s'applique évidemment aux séries à termes tous 
négatifs. Je n’insiste pas là-dessus, et j’arrive au procédé par lequel 
M. Harnack construit, à l’égard d’une aire quelconque S, la fonction 
de Green relative à un point intérieur A. On peut considérer l'aire S 
comme la limite d’une série illimitée d’aires S,, S,, S,,..., Spr ..., 
toutes de même connexion que S, mais dont les contours se composent 
de segments rectilignes. Il n’y a pour cela qu'à former une série €,, €, 
Ex, s+» Ey. ++» de nombres positifs tendant vers zéro quand n croît indé- 
finiment, et à tracer chacun des polygones dont se compose s, à une 
distance moindre que z, de la ligne correspondante de s. On peut, en 
outre, assujettir ces aires S, à la double condition suivante : 1° cha- 
cune d'elles doit être intérieure à S; 2° chacune d'elles doit être inté- 
rieure à la suivante. Autrement dit, le contour s, est tout entier in- 
térieur à l'aire S, et même intérieur à l’aireS,,, ('). 

Ceci posé, nous savons former, pour ces différentes aires, les fonc- 
tions de Green g,, gs, ss +++» ns «+. relatives au point A. La fonc- 
tion g, est définie pour l’aire S, ; ses valeurs sur s,_, sont inférieures à 


. on I 
celles de g,-,, puisque ces dernières sont celles de log — et que les 


points considérés sont intérieurs à S,. On a donc, dans S,_, et sur s,_,, 
l'inégalité 
En < En-1- 
Cela étant, on a, pour tout point B intérieur à S,, les inégalités 


Ep > S psi > Spree > Span Der 


a 


D'ailleurs, quelque grand que soit 7, g,,, est supérieur à logy 


M étant la plus grande des distances de Aas. De là résulte que g,.. 
tend vers une limite g. Cette fonction g est harmonique dans S,, car la 
série 

(Sp+1— Ep) + (Sp+2— S p+) +... (Span Sp+n-1) +. .. 
a ses termes harmoniques et négatifs dans toute l'étendue de S,, et 
converge en outre en un point quelconque de S,. Comme d’ailleurs p 
est aussi grand qu'on veut, g est une fonction harmonique dans S. 


m we de + ee © we ee — —— - ee 


(1) Harnack, § 39, p. 118 et 119. 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET. 395 


2. Avant d'aller plus loin et de démontrer que la fonction trouvée 
prend sur s la valeur log-» traitons la question suivante. Soit S une 


aire quelconque, et soit g la fonction de Green relative au point inté- 


rieur ‘À. Posons 
o= ref. 


La fonction > est continue dans S et sur s. Elle est nulle en A, elle 
a une valeur positive moindre que 1 en chaque point de S autre que A, 
enfin elle prend la valeur 1 en chaque point de s. Il s’agit d’étudier 
le lieu © = a, «a étant compris entre o et ı. 

La réponse à celte question va résulter de trois remarques : 1° Il est 
impossible d'aller du point A à un point quelconque de s sans passer 
par un point du lieu; car 9, variant d’une manière continue depuis o 
jusqu'à 1, doit passer au moins une fois par la valeur a. 2° Il est im- 
possible que ce lieu ou qu’une partie de ce lieu limite une aire ne ren- 
fermant pas A; car, s’il en étail ainsi, la fonction logo = logr + g 
serait harmonique dans cette aire et prendrait sur son contour des 
valeurs outes égales; loge et, par suite, 9, seraient donc constants dans 
cette aire, ce qui est absurde. 3° Enfin ce lieu ne peut renfermer ni un 
point isolé, ni une ligne ayant un point d’arrét; car, en un tel point, 
la fonction harmonique logo aurait un maximum ou un minimum, ce 
que nous savons être impossible. 

Si S est une aire à connexion simple, le lieu ç& = x est une ligne 
fermée simple entourant le point A. A l’intérieur de cette ligne, 9 est 
inférieur à a; à l'extérieur, est plus grand que a; « variant de oa 1, 
la courbe, d'abord réduite au point A, s’elargit constamment et se 
confond enfin avec s. 

Les choses se présentent moins simplement lorsque S est à con- 
nexion multiple. On voit d’abord que le lieu peut comprendre plu- 
sieurs lignes fermées simples. Lorsque «& est tres petit, il se compose 
d’une ligne fermée simple entourant A; au contraire, lorsque a est 
très voisin de 1, il diflere peu de s et comprend autant de lignes que s. 
Dans l'intervalle, il se compose d’un nombre de lignes au plus égal 
à celui de s. Dans tous les cas, une de ces lignes enveloppe toutes les 
autres, qui sont extérieures les unes aux autres. Le nombre de ces 
dernières est égal au plus au nombre des lignes limitant intérieure- 
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ment S comprises dans la première; chacune d’elles entoure au moins 
une de ces lignes. Enfin le point A est à l’intérieur de l’aire ainsi li- 
mitée. Dans cette aire, 9 est plus petit que «; il est plus grand que « 
a son extérieur. 

Ici encore on se rend compte comment se transforme le lieu 9 = «, 
lorsque « varie d’une manière continue de o à ı. Il est d'abord réduit 
au point À, puis se compose d’une seule ligne L..« continuant à croitre, 
une partie de L entoure peu à peu un espace comprenant une ou plu- 
sieurs des lignes limitant intérieurement S; puis cette partie se dé- 
tache du reste de L, et nous avons deux lignes au lieu d’une. Cette 
scission se répétant plusieurs fois, et chacune des lignes intérieures se 
décomposant elle-même en autant de lignes séparées qu’elle renferme 
de lignes L;, nous finissons par avoir n lignes. Enfin, « tendant vers ı, 
ces dernières se rapprochent indéfiniment de celles qui composent s. 


3. Je reviens maintenant à la fonction g obtenue au n° 1. Il s’agit 
“ . I ee 8 
de montrer qu’elle coincide sur s avec log=: J'introduis à cet effet les 


fonctions suivantes : 


D, = res, Pa — regs, seg Pn — regen, wey 


et de même 
v=re, 


On voit immédiatement que 9, tend vers 9 lorsque n croit indefini- 
ment, et cela sans cesser de décroitre. D'après cela, le lieu 9,= 
(x étant compris entre o et 1) limite une aire renfermant à son inté- 
rieur le lieu 9,_,= x; car, en tous les points de celui-ci, on a 9, < «. 

La fonction 9 est continue dans S, a la valeur zero au seul point A, 
enfin aen tout autre point de S une valeur positive moindre que 1. Je 
me propose de montrer qu'en chaque point de s elle prend la va- 
leur 1 ('). Soit, à cet effet, x un nombre positif plus petit que 1, mais 
differant assez peu de l'unité pour que le lieu &,— «x comprenne, 


ee ee ec ee cr ee ee ee eee — 


(1) Harnack, § 39, p. 120 et ı21. Le cas de la connexion simple y est soul traité. 
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comme s, n lignes fermées simples. Etudions le lieu ® =a. Il faut 
montrer tout d’abord que ce lieu existe. Pour cela, je considère une 
aire Ÿ limitée par des lignes droites, de même connexion que S, et 
contenant S à son intérieur, mais de manière que chaque ligne de © 
ait des points communs avec la ligne correspondante de s. Soit y la 
fonction de Green qui, pour cette aire &, correspond au point A. Po- 
sons 1 = reY. En un point quelconque de S, ¥ est inférieur à 9,, 
quelque grand que soit p, et, par suite, au plus égal à 9. D’après cela, 
le lieu Ÿ = a se compose de v7 lignes, dont une et une seule entre 
chaque ligne de 9,=« et la ligne correspondante de 5. Chacune des 
lignes de Ÿ = aa des points intérieurs à S, puisque la ligne corres- 
pondante de o a des points sur s. En ces points de S, & est au moins 
égal à a. Ainsi, entre chaque ligne de 9, = x et la ligne correspondante 
de s, il y a des points où 9 a la valeur a. Pour voir comment sont 
distribués ces points, observons d’une part que logs est une fonction 
harmonique dans S, sauf au point A; d'autre part, qu'une ligne où > 
est égal à x ne peut aboutir à un point P de s; car, s’il en était ainsi, 
en choisissant l'aire & de manière que P fût sur o, il y aurait sur cette 
ligne des points extérieurs à l'aire limitée par Ÿ =a, ce qui est ab- 
surde. Le lieu 9 = « se compose donc aussi de z lignes, tout entières 
intérieures à S ; chacune d'elles est comprise entre une ligne de 5, = « 
et la ligne correspondante de s. La disposition de ces n lignes est 
identique à celle des n lignes des. 

Cela étant, soit e un nombre positif aussi petit qu’on veut. Con- 
struisons le lieu & =1— ¢; mesurons la distance à s de chaque point de 
ce lieu, et soit n la plus petite de ces distances, qui, nous le savons, 
est plus grande que zéro. En chaque point de S distant de s de moins 


de r,ona 
DDI1—E, d’où I— O<e. 


© prend donc la valeur 1 en chaque point des. g prend donc la valeur 
log = 5 autrement dit, g est, pour l’aire S, la fonction de Green rela- 


live au point A. 

Nous avons donné, avec de légères modifications, la démonstration 
de M. Harnack. Observons maintenant que l’on peut établir le même 
résultat beaucoup plus rapidement. Je veux démontrer que la fonction ¢ 
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prend la valeur ı en un point P des. Tendons versP par un chemin L 
intérieur à S. Choisissons notre aire & de manière que P soit sur o. 
Tout le long de L, on a les inégalités 


Veo<ı. 


D’ailleurs, lorsqu'on tend vers P, | tend vers 1, puisque Pest sur  : 
donc 9 tend aussi vers 1, ce qu'il fallait démontrer. 


II. — Solution générale du problème de Dirichlet. 


4. Nous avons appris, à l'égard d’une aire quelconque, à former la 
fonction de Green relative à n'importe quel point intérieur. Ce résultat 
peut servir à la résolution du problème de Dirichlet, ainsi que nous 
allons le faire voir maintenant. 

Soit (comme au n° 2 de la premiere Partie) uw une fonction harmo- 
nique non seulement dans S, mais dans une aire & renfermant l'aire S 
tout entière à son intérieur. On a, en chaque point A intérieur àS, 


I 
= — 087 — log - au dl 
Oe OR : “dn 57 dn , 


r représentant le module de 3 — a. Soit d’ailleurs g la fonction de 
Green relative au point A, et soit S’ une aire de même connexion ques, 
mais intérieure à S. On a, par le théorème de Green, 


1 dg du , 
ar (u dni TE gm ‚ar. 


Par suite, on peut écrire 
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Or faisons tendre maintenant s’ vers s; alors l'intégrale 


du 


SE Im 


dl 


1 du 
r dn 


tend vers l'intégrale f log dl. Tl suit de là que l’integrale 


dg on 
" “An dl 


a une limite, et que cette limite satisfait à la relation 


1 { dlog - I de 
— __ li min 111 
(2) un) a m im Juge dl (). 


La formule (2) donne la solution du problème lorsqu'on connait les 
valeurs de x sur s. Car on peut établir entre s et s’ une correspondance 





. : . pe Le dg 3m 
point par point, et la limite de | intégrale fu dl ne sera pas mo- 


difiée, si en chaque point de s’ nous prenons pour u non la valeur en ce 
point même de la fonction, qui nous est inconnue, mais sa valeur au 
point correspondant de s. Nous n’avons ainsi besoin de connaître que 
les valeurs de w sur s. 

Tout ceci suppose l’existence de la fonction u et.ne peut, par suite, 
servir à la démontrer. Mais inversement, soit /(/) la valeur donnée 
pour chaque point de s, et soit /, (7) la fonction définie par cette con- 
dition, qu’en deux points correspondants de s et de s’ on doit avoir 
f(D =f, (7). La difference 

dlog- 
se Ogata RAUF ar 





définit une fonction pour tout l'intérieur de S. Je me propose de 
montrer que, s’ tendant vers s, cette fonction tend vers une limite ré- 
pondant au problème de Dirichlet. 


cr me Se rm RÉ ca € ae ee ee — nem 


(1) Harnack, § 24. 
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Supposons d’abord qu’il s’agisse du probleme classique, c'est-à-dire 
que /(/) soit une fonction continue de l’arc sur chaque ligne dont se 
compose s. Etudions d’abord l’integrale 

J 
dog - 


r 


I 1 
ar , SD dn dl ( )» 





qui ne depend pas de s’. On voit immediatement que c’est une fonction 
harmonique dans S. Je vais faire voir qu’elle prend une valeur deter- 
minée en chaque point M des. 
dlog- 
J'observe que — “di est l’angle sous lequel du point A on voit 
l'élément d'arc dl, avec le signe + ou le signe —, suivant que cet élé- 
ment tourne vers À sa face intérieure ou sa face extérieure. Nous re- 
présenterons cet angle avec son signe par le symbole (d{),. Partageons 
le contour s en deux parties : l’une, s,, comprendra le point M à son 
intérieur et sera aussi petite qu’on voudra; l’autre, s,, se composera du 
reste de s. 





am Jan. = zn J Sal) + + J JUN 


Le second terme du second membre tend, lorsque le point A tend 
vers le point M, vers = [MOA Dans les mêmes conditions, le 


premier terme a une limite déterminée. Observons qu’on peut l'écrire 


m f (dl), + €, m étant la valeur de /(/) au point M, et « tendant vers 


zéro en méme temps que s,. Mais Scan. est l’angle sous lequel, du 


8 


point A, on voits,; À tendant vers M, cet angle tend vers 27 — a’, «’ 
étant l’angle intérieur à l’aire formé par les deux demi-droites qui joi- 
gnent le point M aux deux extrémités de l’arc s,. On a donc 


im (Ca [ra + (1 &)m+ eu 


m nn u m. eee nn ee me meee ee m en 





(1) Harnack, § 10. 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET. hot 


e, tendant vers zéro en méme temps que s,. Appelons à l’angle inté- 
rieur à S formé en M par les tangentes à s. Lorsque s, tend vers zéro, 


a’ tend vers «; l'intégrale IPOIC tend vers une limite que nous 
appellerons SsOCalm Donc 


Him JDD ef KO + (1 Em 


Cette valeur limite est égale à la valeur donnée m, augmentée de 
I a 
Q=— fou, Em. 


Nous sommes donc ramenés à démontrer que le second terme de 
notre différence, 
I 
— dl', 
TLS NS ! 


tend, lorsque s’ tend vers s, vers une fonction limite harmonique dans 
S et prenant au point M de s la valeur Q. 


5. Commençons par étudier quelques propriétés intéressantes de la 
fonction de Green ('). 
t° Considérons une aire Set deux points A et A’ intérieurs à cette 
aire. J’appelle g, et g, les fonctions de Green relatives à ces deux 
points, et je dis que l’on a, en désignant par (x, y), (x’, y’) les coor- 
données des points A et À’, 
Bar) = Salty). 


Pour le montrer, je vais considérer l’intégrale double 


Ou du „gu Ou 
SS (ae 3e dx * dy ya a 


étendue à une aire % limitée de la façon suivante : au lieu de s, un 


U = La — log - 


, N 
u'= ga — log = 


(1) Ces deux propriétés sont exposées dans le $ 23 de l'Ouvrage de M. Harnack. 
Ann. de l’Ec. Norm. 3° Série. Tome V. — Deceupre 1888. 91 
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contour s’ tres voisin de s, mais intérieur à S ; ensuite, deux cercles C 
et C’, ayant pour centres A et A’, pour rayons p et p’. Lorsqu'on fait 
tendre p et p’ vers zéro d’une part, s’ vers s d’autre part, cette intégrale 
double tend vers une limite que je vais évaluer de deux facons dif- 
férentes. 

En premier lieu, soit a un nombre négatif tres voisin de zéro. Pre- 
nons pour s le lieu z= a, dont nous avons étudié la nature dans le 
n° 2. Comme a doit tendre vers zéro, la limite cherchée est la méme 
que celle de l’integrale double 


Sf ov du oe oe) a d u log 1 
Ga dy dy) OP =U TEA N, 


D'après un théorème connu, cette intégrale est égale à la suivante : 


Celle-ci se décompose en trois autres : l’une relative à s’, la deuxième à 
C, la troisième à C’. La premiere est nulle, parce que v est nul tout le 
long de s’ ; la seconde est égale à 


LE 
du’ 
-f (s «— logs — a) Tr pas 
el tend vers zéro avec p. Enfin la troisième s’ écrit 
TT (dew  \, 
- f 0o( Ge dn + 2 )e © 
el tend, lorsque p’ tend vers zéro, vers 
_ ar | e257") — log = — a, 


à désignant la distance AA’. Si enfin « tend aussi vers zéro, on obtient 
pour expression de la limite cherchée 


— an C2 — log ; | 


Si maintenant on reprend le même raisonnement en introduisant 
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cette fois le lieu u’ = « et la fonction "= w— a, on arrive à donner 
à la même limite l'expression 


[en 063] 


La comparaison de ces deux expressions donne la propriété énoncée. 

2° Supposons que le point A intérieur à S tende vers un point M 
de s, et examinons ce que deviendra la fonction g, relative au point A. 
Soit, à cet effet, A’ un point fixe de S, et considérons comme précé- 
demment la courbe u’=a, « étant un nombre négatif voisin de zéro. 
Supposons que le point À soit sur cette courbe. Alors on a, d’après la 
propriété démontrée, 


galt, Y) = 8a (Ts 7) = log: + a. 


Autrement dit, la fonction u = g, — log - a la valeur x au point A’. 


D'ailleurs, en tout point de S autre que A, elle a une valeur déterminée 
négative. Des lors, en employant un mode de raisonnement suivi au 
n° 1, on fait voir que cette difference tend uniformément vers zero en 
même temps que « à l’intérieur de tout cercle ayant A’ pour centre et 
tout entier intérieur & S. En opérant de proche en proche, on voit que 


. 9? I, ° » + e a 
ga tend uniformément vers log = à l'intérieur de toute aire S’ de même 


connexion que S, mais dont le contour s’ est tout entier entérieur à S. 
Enfin on montre, par des développements en séries trigonomé- 
triques, que toute dérivée partielle de g, tend vers la dérivée partielle 


I a *,° e 4 
correspondante de log —» et cela dans les mêmes conditions que précé- 


demment. 


6. Abordons à présent l'étude de l'intégrale (') 


I ! dg ! 
ef A dr 


Le contour variable s’ qui doit tendre vers s peut étre choisi de la 


(1) Harnack, § 40. 
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manière suivante : A chaque point M de s faisons correspondre un point 
M’ en menant par M la parallèle à une direction fixe, par exemple à 
l’axe des y, et en prenant sur cette parallele, et vers l'intérieur de 
l’aire, une longueur MM’= à, à étant un nombre positif fixe. Cette 
construction doit être modifiée dans le voisinage d’un point M de s tel 
que la parallèle à Oy menée par M est d’abord extérieure, ou d’abord 
intérieure à S, des deux côtés de M. Dans le premier cas, on considère 
la droite NN, parallèle à Oy et située dans le voisinage de M telle que 
NN, = 20, et c’est le milieu N’ de NN, qui correspond, à lui tout seul, 
à tout l’arc NMN,. Il est vrai qu’en ce point la fonction /, (/’) éprouvera 
une variation brusque ; mais cette discontinuité s’évanouira en même 
temps que Ô. Dans le second cas, au point M correspondent deux points 
M’, M,, de sorte que la courbe s’ ne se ferme pas : il faut alors joindre 
ces deux points par un arc de courbe situé tout entier à l’intérieur de 
S. Tous les points de cet arc de courbe devront être considérés comme 
correspondant au même point M; en tous ces points, /,(/’) a la même 
valeur. 
Ceci posé, étudions la fonction u’ définie par l’integrale 


ul Al) Bar. 


La première propriété de la fonction de Green nous apprend que 
cette fonction est harmonique dans S: car la valeur de g en un point 
M' de s’ est égale à la valeur au point A de la fonction de Green relative 
au point M’. La seconde propriété nous montre que cette fonction est 
continue sur s : car, lorsque le point A tend vers un point M de s, get 

dlog - 
ze ZE, tendent respectivement vers log = et — ~, r désignant la distance 
du point s au point M, et cela uniformément tout le long de s’. Par 
suite, la fonction wv’ prend au point M la valeur 


dlog- | 
0 [N dre [Haan 


Voyons ce que devient cette valeur, lorsque l’aire S’ tend vers l’aire 
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S, autrement dit lorsque 6 tend vers zéro. A cet effet, partageons 
comme précédemment s en s, et s,; à ces deux portions de s corres- 
pondent, dans s’, les portions s, et s,, et l'on a 


u J fil) (AO m= >= J AE Yd'}m+ — J AUICOP 


Le second terme du second membre tend, lorsque à tend vers zéro, 


vers = SRD Am Dans les mömes conditions, le premier terme a 


une limite déterminée. On peut l'écrire 


— [nannte 


e tendant vers zéro en même temps que s,. Or l’integrale { (d\n n'est 


autre chose, au signe près, que l’angle a” sous lequel du point M on 
voit s,; lorsque s’ tend vers s, cet angle tend vers «’. Par suite, ona 


lim — [AO n= m J £m — m+ By, 


e, tendant vers zéro en même temps que s,. D’ailleurs, lorsque s, tend 


vers zero, a tend vers a; [IO (Dn tend vers [FO Dm Done 
enfin 


lim fA anna [IO (Am Emo 


Ainsi, lorsque à tend vers zero, Q tend vers Q. 
Mais il ya plus : Q’ tend vers Q uniformément tout le long de s. Soit 
e' un nombre positif quelconque; on peut assigner un nombre positifn 
tel que, sous la condition 6< n, on ait l'inégalité |Q — Q'|<£’, et 
cela pour tout point M de s. Car on a 
dlog- 
er AO ar ae l', 
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On peut d’abord, par un choix convenable de l’arc s,, faire en sorte 
! 
zen chaque point de s. Ensuite on peut 
fixer: ı° un nombre n’ tel que, sous la condition à <7’, les seconds 


que | — €, | soit inférieur à 


termes de Q et de Q’ diffèrent de moins de 7 2° un nombre »” tel que, 
sous la condition 6 < 7’, les troisièmes termes different de moins de 
” | 

3 
7"; ce nombre n vérifie la condition ci-dessus énoncée. 

Dès lors, la proposition que nous avons en vue résulte de notre 
théorème sur les séries à termes harmoniques (première Partie, n° 6). 
Considérons une série de quantités positives qui tendent vers zéro : 
Ey Eas Egseoes Ens ces Ct SOIENT P,, Pos Vas os Pas... les fonctions w 
correspondant aux divers termes de cette suite pris comme valeurs 
de à. La série 


et cela tout le long de s. Soit n le plus petit des deux nombres »' et 


Ort (m — 01) + (a — Og) + + (na): 


dont les termes sont harmoniques dans S et continus sur s, converge 
uniformement sur s, d’apres ce qui vient d’etre dit. Elle definit donc 
une fonction u harmonique dans S, continue sur s, et prenant au point 
M des la valeur Q. 


7. Dans le cas où la fonction f (7) éprouve des variations brusques 
en certains points de s, sans cesser cependant d’être finie, c’est-à-dire 
dans le cas du problème generalise, on est conduit naturellement à 
penser que le même procédé fournira la fonction U relative aux valeurs 
f(D. Mais il ne faut pas croire que l’on puisse suivre, pour le dé- 
montrer, une marche toute parallèle à celle du numéro précédent, car 
les fonctions wu’ que l’on formera seront encore continues sur s et ne se- 
ront en aucune façon des fonctions U. Aussi n’ai-je pas l'intention de 
reprendre cette discussion; je me bornerai, et cela en vue d’un théo- 
reme ultérieur, à étudier dans ce cas la fonction 


I 1 
Fo fT (aa, 


(1) Voir Harnack, § 33. 
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C’est une fonction harmonique dans S, et l’on voit, comme au n° 4, 
qu'en un point non singulier des elle prend la valeur 


Fe [MO (tn (1- =) m. 


Soit maintenant M un point ssingulier, auquel correspondent les deux 
valeurs limites m’ et m”. Supposons que A tende vers M par un chemin 
intérieur à S faisant avec les deux branches de s issues de M des angles 
B’ et 8”, avec B’+ 8”— x. Partageons, comme nous l’avons déjà fait, 
sens,ets,; puis s, lui-même ens, et s, de part et d’autre de M. Ona 


Fe J LO (a= ma JI (dl)a+ zu JO (aa Fe [LO an. 


Le dernier terme du second membre tend vers a LSOMn- Le 


. , e m! [4 
premier terme peut s’ecrire = (Kdly.+ €’, e’ tendant vers zero en 
$° 
! 


même temps que s,. D'ailleurs can, est l’angle sous lequel du 


point A on voit s, ; lorsque A tend vers M sur le chemin considéré, 
cet angle tend vers x — +’, y’ étant l’angle intérieur à S formé par la 
tangente en M au chemin considéré et la demi-droite joignant M à l’autre 
extreinite de s,. On raisonne de même sur le second terme, et l'on ar- 
rive à l’égalité suivante : 


im =! 1 \m+e 
im, [10 tan.= a [SO (dn (5 r) m! +e 
+ (: — r) m" +e, 
2 2T 
e tendant vers zéro avec s, ete, avec s,. D’ailleurs, lorsque s’, et s, ten- 


dent simultanément vers zéro, {SO (dl), tend vers IHOICOX Ÿ 


et y” tendent respectivement vers B’ et B”. On a donc 


= lin — froune= am J £09 (4m (3 - =) m’ + (3 — =) m”, 


2 27 


Si le point M est une pointe, ß’ et B” sont nuls, et la fonction con- 
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sidérée prend au point M une valeur déterminée. Au contraire, lorsque 
le point M n’est pas une pointe, À dépend du chemin par lequel on tend 
vers M. Les valeurs de la fonction sur s tendent, suivant qu’on se rap- 
proche de M dans un sens ou dans l’autre, vers 





2 27 


_ ref Ou + ” +(5 — = ) m’ 


ou vers 





rE IL Nr. 
rat [10 (dnt (3-2) m +? 


On vérifie sans peine l’égalité 


nat (i—E) eer (iF). 


/ 


On voit que la fonction définie par l'intégrale aff (di), est une 


fonction U, dont les points singuliers sont ceux de /(/), à l’exception de 
ceux de ces points qui sont des pointes de S. 


III. — Le problème généralisé ne peut admettre plus d'une solution. 


8. Nous allons, pour terminer, nous occuper de la question de sa- 
voir si le problème généralisé peut admettre plus d’une solution. La 
réponse à cette question sera négative, si nous parvenons à établir le 
résultat suivant : 

Soit « une fonction harmonique dans S, prenant la valeur zéro en 
chaque point de s, sauf en un nombre limité de points singuliers A, 
enfin conservant une valeur finie dans le voisinage de chaque point 
singulier. Une telle fonction est nécessairement identique à zéro. 

Il suffit de démontrer ce théorème pour une aire S @ connexion simple 
et dont le contour s renferme un seul point singulier. Car supposons 
cela fait, et envisageons maintenant une aire quelconque X, dont le 
contour possède un nombre quelconque de points singuliers. Soit A 
l’un quelconque d’entre eux; je dis que la fonction u considérée prend 
en A la valeur zéro. Car prenons sur o, de part ct d'autre de A, deux 
points M, et M, que nous joindrons par une ligne L tracée dans 2. 
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L’aire S comprise entre l’arc M,M, et L est simplement connexe, et 
son contour ne renferme que le seul point singulier A : pour cette 
aire, le problème généralisé ne peut, par hypothèse, admettre plus 
d’une solution. u n’est donc autre chose que la fonction harmonique 
dans S et continue sur s qui prend la valeur zero en chaque point de 
M, M, et coincide avec u le long de L. Ainsi u prend la valeur zero en 
chaque point de o sans exception : elle est donc nulle dans 2. 

Ceci posé, soit N le point singulier unique de s ('). Je me borne au 
cas où l'angle « relatif à ce point est égal à x (c’est du reste ce qui a 
lieu ordinairement). Je partage s en deux parties : l’une, s,, est aussi 
petite qu'on veut et contient à son éntérieur le point N; l’autre, s,, 
comprend le reste de s. Soient K un nombre positif auquel reste infé- 
rieur le module de u, et K’ un nombre supérieur à K. J’appelle /(é) la 
fonction qui a la valeur K’ sur s,, la valeur zéro sur s,, et je pose 


u=: frocdne= = [at 


Pa= 2 [SO ane ef (db 


“ Ss; 


Le numéro précédent nous apprend comment se comporte la fonction 
U. C'est une fonction U pour l’aire S; ses points singuliers sont les deux 
points Q qui séparent s, et s,; en un point M des, elle prend la valeur 
P, + K’; en un point M de s,, la valeur P,,; en un point Q, ses deux 
valeurs limites sont P, et P,+ K’. Car on peut toujours supposer l'arc 
s, assez petit pour qn’en tous les points de cet arc, y compris les extré- 
mités, l’angle a soit égal à x. Quant à P,,, c’est une fonction de l’arc / 
qui est continue tout le long de s. Soit à la limite supérieure des va- 
leurs de son module. Je dis qu’en un point quelconque A de S ona 
l'inégalité 

lul<U-+öo. 


Je considère à cet effet la difference U — u. Comme j’ignore la ma- 
niere dont cette fonction se comporte dans le voisinage du point N, 
j'exelus ce voisinage par un arc de cercle de centre N et de rayon très 
petit, assez petit pour que les valeurs de U sur cet arc de cercle soient 





(1) Hannack, § 41. 
Ann. de l’Ec. Norm. 3° Série. Tome V. — Déceuare 1888. 22 
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supérieures à P, + K ; soit S’ l'aire S ainsi réduite. La différence U — u 
est une fonction U pour l'aire S’; sur s’, elle coincide avec U, sauf peut- 
être sur l’arc de cercle; mais là elle prend une valeur supérieure à 
P,+ K — u et par suite supérieure à P,. P,, étant toujours au moins 
égal à — 6, on voit que la limite inférieure des valeurs sur s’ de U — u 
est au moins égale à — 6. Donc, dans S’, et en particulier en A, on a 


U—u>— 0, 


La considération de la somme U + u donnera de méme 
U+u>—os. 


L’inégalité |u| < U + à est ainsi établie; elle démontre le théorème : 
car son premier membre ne dépend pas de s,; dans le second membre 
au contraire, U et 6 en dépendent et peuvent être rendus aussi petits 
qu'on veut. D'abord U n'est autre chose, au signe pres, que le produit 


de À par l’angle sous lequel, du point A, on voit s, ; cet angle tend vers 
TE 


r 


’ a a K 9 
zero en même temps que s,. Quant à P,,: Cest l'angle sous lequel, du 


point M, on voits,, lorsque le point M est extérieur à s,; c’est l'angle 
formé par la tangente en M avec la corde de l’ares,, lorsque M coincide 
avec un point Q; enfin c’est la somme ou la différence des anglesde la 
tangente en M avec les demi- droites joignant M aux deux extrémités de 
Vare s,, lorsque M est à l’intérieur de s,. Lorsque s, tend vers zéro, P,, 
tend aussi vers zéro, et cela uniformément tout le long de s : donc à tend 
vers zero. Ainsi la somme U + à peut être rendue plus petite que n; 
et, comme u ne dépend pas de s,, cela exige que cette valeur soit rigou- 
reusement nulle. 


oe ee ee -_— —— + ee eee ~. ee 
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HISTORIQUE. 


L'yttrium se rencontre, uni à d’autres métaux qui l’accompagnent 
constamment, dans un certain nombre de minéraux rares, tels que la 
xénotime (phosphate d’yttria, d’erbine, de terbine, etc.); la gado- 
linite (silicate des mêmes bases); la keilhaüite (silicotitanate). On 
trouve également, dans la Caroline du Nord, en très petites quantités, 
quelques tantalo-niobates d’yttria, tels que la samarskite, l’euxénite, 
l'œchsynite, la fergusonite et le polykras. On a encore découvert l’yt- 
trium en petite quantité dans un grand nombre d’autres minéraux où 
il accompagne les métaux de la cérite. 

Le silicate, d'où l’on extrait le pluscommunément l’yttria, a été trouvé 
pour la première fois en 1788, par Arrhénius, à Ytterby, près de Stock- 
holm.Gadolin(') y découvrit l’yttria en 1794. Lorsque, quelques années 
plus tard, Vauquelin eut découvert la glucine, Ekeberg (?), chimiste à 
_ Upsal, examina de nouveau la gadolinite; il constata les différences 
entre la glucine et l’yttria et réussit à retirer de l’yttria de Gadolin 


(1) GapoLin, Recherches sur un mincral noir et lourd de la carrière d’Ytterby en Ros- 
nagen. (Kongl. Sv. Vetensk. Akad. Handlingar ; 1794, p. 137). 

(?) EKEBERG, Sur les proprictes de l’yttria comparée à la glucine, etc. (Id,, 1802, 
p. 68). 
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environ to pour 100 de son poids de glucine. En 1814, Berzélius (' ) 
trouva dans l’yttria l’oxyde de cérium, dans lequel Mosander (?) dé- 
couvrit, en 1841, une quantité considérable d’oxyde de lanthane. 

En 1842, Th. Scheerer (*) fit observer que l’yttria jaunit par la 
calcination et qu’elle peut être obtenue incolore par voie de réduc- 
tion. Il en conclut que l’yttria devait contenir un oxyde capable de se 
suroxyder. Mosander constata, l'année suivante, que le corps jau- 
nissant l'yttria n’était aucun des oxydes de la cérite, et parvint à scin- 
der l’yttria en trois oxydes différents qu’il appela yttria, terbine et 
erbine, noms tous dérivés d’Ytterby. 

Mosander employait, pour séparer ces oxydes, des précipitations 
fractionnées et répétées, d’abord par l’ammoniaque en solution neutre 
et très étendue, puis par le bioxalate de potasse en solution acidulée 
par l'acide sulfurique. En 1860, Berlin (‘), ayant reconnu l'insuffisance 
des méthodes de Mosander, essaya une nouvelle méthode consistant à 
décomposer incomplètement par la chaleur l’azotate d’yttria brute et à 
reprendre le résidu par l’eau. Cette méthode, tant de fois employée 
depuis, par Bahr et Bunsen (°) d’abord, par Sainte-Claire Deville et 
Damour, par Marignac et presque tous les chimistes qui se sont oc- 
cupés de I’ytiria, nous a donné toutes nos connaissances actuelles sur 
les terres de l’yttria brute. 

Bahr et Bunsen parvinrent par cette méthode à séparer l’yttria brute 
en deux fractions extrêmes : l’yttria à équivalent 38,9 et à sels in- 
colores, et l’erbine à équivalent 64,3 et à sels roses. Ils ne trouvèrent 
pas la troisième terre de Mosander. Le résultat de leurs travaux parut 











(1) BERZELIUS, Recherches sur la composition de la gadolinite. ( Afhandlingar i Fysik, 
kemi och Mineralogi, t. IV, p. 217; 1815.) 

(2) Mosıxpen, Sur les nouveaur metaux lanthane et didyme qui accompagnent le ce- 
rium, et sur l’erbium et le terbium qui accompagnent l'yttrium. (Journ. für prakt. Che- 
mie, t. XXX, p.27; London Edinburg and Dublin philosophical Magazine, oct. 1843, 
p. 251.) 

(3) SCHEERER, Recherches sur l’allanite, Vorthite, la cérite et la gadolinite, ( Ann. de 
Poggend., t. LI, p. 468; 1830, et t. LVI, p. 479; 1842.) 

(*) BERLIN, Contribution à la connaissance de l’yttria et de ses composés. (Kongl. Ss 
Vetensk. Akad. Handlingar; 1835, p. 209.) — Sur les oxydes dans l’yttria brute. ( For- 
handlingar oid naturforskaremötet i Kiobenhavn; 1860, p- 448.) 


(*) Baur et Bunsen, Sur l’erbine et l'yttria. (Ann. der Chemie, t. CXXXVII, 1: 
1866. ) 
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en ı 866. Ils decrivaient en même temps le spectre d'absorption de l’er- 
bium, découvert par Bahr en 1862, et le spectre d'émission que donne 
l’erbine lorsqu'on la chauffe avec du borax au bec Bunsen. 

A partir de cette époque, grace à l'introduction du spectroscope 
dans le laboratoire, les découvertes se multiplient : en 1878, MM. Law- 
rence Smith, Marignac et Delafontaine trouvent dans la samarskite la 
troisième terre dont l'existence, niée par Popp ('), avait toujours été 
maintenue par M. Delafontaine (*?). 

Il est impossible de mentionner ici tous les travaux qui se sont pu- 
bliés depuis : on ne peut que citer MM. Soret, Roscoë, Delafontaine, 
Marignac, Nilson, Thalén, Clève et Hôglund, qui ont signalé dans 
l'yttria brute la présence d'un grand nombre d’autres terres : ce sont 
tout d’abord une terre blanche, à sels incolores, sans spectre d’absor- 
ption, à laquelle on a conservé le nom d’yttria : c’est la plus basique. 
Puis viennent la terbine, d'une couleur jaune orangé, très foncée, 
mais à sels incolores et sans spectre d'absorption; l’holmine, l’erbine 
vraie, l’ytterbine, la thuline, la scandine, la samarine, la decipine et 
la dysprosine. Cleve et Höglund (*) ont fait une étude complete des 
sels de l’yttria et de l’ancienne erbine, que lon peut obtenir par la voie 
humide. Ils ont trouvé une ressemblance presque complete entre les 
sels de ces deux terres, les premiers étant incolores et les seconds roses. 

Si l’on a étudié un grand nombre de composés préparés par la voie 
humide, il n’en est pas de même de ceux que l’on peut obtenir par la 
voie sèche; les quelques expériences qui ont été faites, avec l'yttria 
brute, ont eu pour but de reproduire quelques minéraux naturels, tels 
que‘la xénotime (*) et la samarskite (°). J'ai pensé qu'il y avait utilité 


rr à ee, 


(1) Popp, Sur la terre d’yttria. Göttingen (Thèses); 1864. (dan. der Chemie, t. CXXXI, 
p. 179; 1864.) 

(?) DELAFONTAINE, Matériaux pour servir a l'histoire des métaux de la cérite et de la 
gadolinite. (Archives des Sc. physiques et naturelles, À. XXI, p. 97; 1864, et t. XXII, p. 30; 
1865.) 

(3) CLÈVE et HöGLUND, Sur les composes d’yttrium et d’erbium. (Bihang till Kongl. Se. 
Fetensk Akad. Handlingar [1], n° 18; 1873; Bull. Soc. Chim., [2], t. XVII, p. 193 et 289.) 

(*) Rapominsky, Mémoire sur la production de la monazite et de la xenotime. (Bulletin 
de la Societé chimique, t. XXI, p. 177.) 

(5) A. Jony, Comptes rendus, t. LXXX, p. 267; 1875. — Bulletin de la Société chi- 
mique, t. XXV, p. 66; 1876. 
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chlorhydrique. Après avoir évaporé à sec et repris par l’eau acidulée, on 
précipite par l’oxalate d’ammoniaque les terres de la cérite et celles de 
la gadolinite. Le précipité des oxalates lavé et calciné est redissous dans 
l’acide chlorhydrique d’où le sulfate de potasse précipite les métaux de 
la cérite en liqueur neutre, à l’état de sulfates doubles insolubles dans 
une solution saturée de sulfate de potasse. On s'assure au moyen du 
spectroscope que la précipitation est complète, ce qui a lieu quand 
les bandes d'absorption du didyme font absolument défaut dans le 
spectre observé à travers une grande épaisseur de liquide. On précipite 
la liqueur filtrée par l'acide oxalique. On lave, on calcine et, après 
avoir enlevé le carbonate de potasse par des lavages, on a lyttria 
brute. 

De cette ytıria brute j'ai cherché à obtenir l’yttria pure au moyen des 
deux méthodes suivantes : 

La première est une modification d’une méthode indiquée par 
Holtzmann (') pour séparer le lanthane du didvme. Elle consiste à 
traiter les oxalates doubles d’yttria et de potasse, obtenus en précipitant 
par l’acide oxalique la solution saturée de sulfate de potasse qui résulte 
des traitements précédents par une quantité d'acide chlorhydrique 
juste suffisante pour tout dissoudre. Il ne tarde pas à se faire un préci- 
pité cristallin, d'une couleur rose très intense. Ce dépôt augmente 
lentement par addition de cristaux de moins en moins colorés. En 
même temps la liqueur, d’abord rose, devient jaune, puis presque 
incolore. Les bandes d’absorption sont alors devenues très faibles. A 
ce moment, on décante le liquide et l’on y détermine un second précipité 
en saturant une partie de l'acide chlorhydrique par l’ammoniaque. On 
filtre et l’on recommence cette opération sur la liqueur filtrée. On obtient 
ainsi, apres un petit nombre d'opérations de ce genre, un oxalate qui 
donne, par la calcination, de l’yttria parfaitement blanche. 

Holtzmann se servait d’une méthode analogue pour séparer le lan- 
thane du didyme; il employait de l'acide azotique au lieu d’acide chlor- 
hydrique. Pour la séparation des terres de l’yttria, j’ai trouvé que ce 
dernier acide donne de meilleurs résultats. 

La deuxième méthode que j'ai employée est la méthode classique de 


ee — — .- —_—— = 


(1) Hottzmann, Zettsch. Chem. Pharm.; 1862, p. 118. 
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Bahr et Bunsen (') : elle consiste à chauffer le mélange des azotates 
jusqu'à décomposition très avancée, reprendre la masse refroidie par 
l'eau et répéter le traitement précédent sur la dissolution évaporée à 
sec, jusqu’à ce qu'on obtienne une solution concentrée qui ne présente 
plus de spectre d'absorption. É 

Soumis à l'action de la chaleur au bain de sable, les azotates fondent 
d'abord en une masse fluide; puis, la température s'élevant, il se dégage 
d’abondantes vapeurs rutilantes : si, à ce moment, on maintient la 
température constante, la masse S'épaissit, devient pâteuse, puis se 
solidifie complètement. J'ai constaté que cette décomposition des azo- 
tates s'effectue à une temperature supérieure au point de fusion du 
nitre; je rechercherai plus tard s'il ne serait pas possible d'arriver à 
une séparation plus rigoureuse des terres de l'yttria en opérant à des 
températures plus élevées, soigneusement maintenues constantes pen- 
dant tres longtemps, en employaat des appareils analogues à ceux dont 
s'est servi M. Troost dans ses travaux sur la dissociation et les densités 
de vapeurs, el qui permettent d’obtenir, par l'emploi de la vapeur de 
soufre, une température uniforme de 440°. 


Chlorure d'yttrium anhydre. 


L’yttria se dissout facilement dans l'acide chlorhydrique en donnant 
une liqueur neutre qui laisse déposer par évaporation un hydrate 
Y?Cl? + 12H0 obtenu par M. Cleve; mais cet hydrate, soumis à Pac- 
tion de la chaleur, ne perd pas toute son eau sans ‘que le chlorure 
se décompose en partie. Cette décomposition partielle peut étre atténuée 
en évaporant la solution de chlorure d’yttrium en présence d'un grand 
excès de chlorhydrate d’ammoniaque. Il est néanmoins difficile d'obte- 
nir par ce procédé un produit completement exempt d’oxychlorure. 

J'ai alors cherché à obtenir le chlorure pur et anhydre par la voie 
sèche. On savait qu'en traitant par le chlore un mélange intime d’yttria 
brute et de charbon, on obtient du chlorure d’yttrium, mais le produit 
reste toujours mêlé d'un grand exeès de charbon qu'il est difficile d’en- 








(1) Baum et Bunsen, Sur l’erbine et L'yttria. (Ann. der Chemie, À, C 
1866. — Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. IX, p. 484.) 


XVII, p. 1; 
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lever. J’ai évité cet inconvénient en procédant de la manière suivante : 
l’yttria était contenue dans deux nacelles de charbon des cornues, 
placées à la partie médiane d’un tube de porcelaine: pour éviter l’in- 
fluence de toute trace de vapeur d’eau ou de toute action oxydante 
j'ai placé, de part et d’autre des nacelles, des bouchons en charbon 
des cornues fermant incompletement le tube ('). Le tube de por- 
celaine était suivi d’une allonge en verre, munie d’une glace qui per- 
mettait de suivre la marche de la réaction à l'intérieur; c'est dans 
cette allonge que se condensait la plus grande partie des produits 
entraînés par le courant gazeux. La condensation s’achevait dans des 
flacons dont le dernier portait un tube qu’on pouvait faire plonger, à 
la fin de l’opération, dans un laveur contenant de l’acide sulfurique 
concentré. 

On commençait par faire passer dans le tube un courant d'oxyde de 
carbone, bien desséché par son passage à à travers des flacons laveurs et 
une éprouvette à ponce sulfurique, puis on élevait progressivement la 
température jusqu’au rouge; à ce moment, on faisait arriver, par une 
tubulure communiquant avec le dernier laveur, un courant lent de 
chlore sec, et l’on modérait le courant d’oxyde de carbone. 

La température la plus élevée à laquelle j'ai opéré dépassait peu le 
point de fusion du sulfate de potasse (1015°). 

A cette température, si le courant gazeux était trop rapide, il se con- 
densait, dans l’allonge et dans les flacons, des quantités notables d’une 
matière blanche, pulvérulente, très hygrométrique, incomplètement 
soluble dans l’eau, et probablement formée par un oxychlorure; on ne 
recueillait que très peu de chlorure dans la nacelle qui subissait la pre- 
iniére l'influence du mélange gazeux. Au bout de deux ou trois heures 
de chauffe, on laissait refroidir lentement le tube dans un courant de 
chlore. On trouvait dans les nacelles une masse fondue, transparente, 
incolore, à la surface de laquelle on apercevait quelquefois des cris- 
taux de plusieurs millimètres, particulièrement quand le tube avait êté 
porté à la température de fusion du sulfate de potasse. 

Ce sel est tres déliquescent, il est soluble dans l’eau sans décomposi- 


(1) Ce dispositif expérimental a déjà été employé par M. Didier dans la préparation du 
chlorure de cérium anhydre. 
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tion et forme une solution limpide qui abandonne par évaporation 
Vhydrate Y?C1 + 12HO, obtenu par M. Clève. 


Analyse, — Un certain poids du chlorure, déterminé avec toutes les pré- 
cautions que comporte la pesée d'un corps déliquescent, est dissous dans 
l'eau, 

L’yttrium est précipité à l’état d'oxyde, par la soude caustique, en évitant 
d'en employer un grand excès. Si l'on n’observe pas cette précaution, le pré- 
cipité gélatineux obtenu, toujours long et difficile à laver, retient des quan- 
tités notables d'alcali. 

La liqueur filtrée est acidulée par de l'acide azotique et le chlore précipité à 
l'état de chlorure d'argent. 

Les résultats trouvés conduisent à la formule Y*C/. 














Trouvé. 
L IB Caleuld. 
Yttrium.. 46,15 45,80 45,67 
Chlore... 53,80 53,87 54,33 
99,95 99:67 100,00 


Proprietes cristallographiques. — Vn lumière polarisée parallele, par 
suite de l’enchev&trement des lamelles, on n'observe le plus souvent 
qu'une polarisation d'agrégat. Cependant on a pu observer quelques 
lamelles isolées, qui ont présenté les propriétés suivantes : elles sont 
incolores, ce sont des prismes très aplatis; la face d’aplatissement est 
de forme rectangulaire allongée et présente un clivage transversal. 

En lumière polarisée parallèle, entre les nicols croisés, elles 
s'éteignent longitudinalement, et sont positives dans le sens de l'al- 
longement. 

Examinées en lumière convergente, elles se montrent perpendicu- 
laires à la bissectrice; l'écartement des axes est d'environ 50°, la 
hissectrice est négative et le plan des axes optiques est transversal. 

La biréfringence de ces cristaux est très grande, car dans des lamelles 
perpendiculaires à la bissectrice, épaisses de 0"",04, on observe le 
jaune du premier ordre, par conséquent la biréfringence de la face 
considérée est d'environ 0,006. La biréfringence maxima du cristal 
doit être notablement plus grande. 2 

La substance est, d’après cela, tres probablement orthorhombique. 
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Bromure d'yttrium anhydre. 


J'ai obtenu le bromure d’yttrium anhydre au moyen d’une réaction 
analogue à celle qui m’a donné le chlorure. Un courant d'oxyde de car- 
bone, bien desséché, pénètre dans une petite cornue tubulée contenant 
du brome, et le col de la cornue s’engage dans le tube de porcelaine de 
l'appareil précédemment décrit. On commence par faire passer un cou- 
rant d'oxyde de carbone, en portant graduellement le tube au rouge. 
A ce moment on ralentit le courant d'oxyde de carbone et l’on chauffe 
légèrement la cornue. L'absorption du brome est complète et l’atmo- 
sphère de l'allonge reste incolore; à la fin de l'expérience, elle devient 
rouge. On cesse alors de chauffer le brome et on laisse refroidir lente- 
ment le tube sans interrompre le courant d'oxyde de carbone. 

On obtient ainsi un corps qui a le même aspect que le chlorure; il 
présente, en outre, la curieuse propriété, quand on le détache de la 
nacelle où il s’est formé, d'émettre de vives lueurs vertes. Il se dissout 
complètement dans l’eau et peut donner par évaporation l'hydrate 
Y?Br° +18HO, obtenu par M. Cleve. 











Analyse. — Son analyse, faite comme celle du chlorure, conduit à la for- 
mule Y?Br°. 
Trouve. 
L. I. Calculé. 
Yttrium......... 39,37 39,18 39,00 
Brome.......... 60,20 60,34 61,00 
99 , 57 99,92 100,00 


Les propriétés cristallographiques du bromure n’ont pu être deter- 
minées, par suile de ses propriétés hygrométriques et de l’imperfec- 
tion des cristaux. 


Fluorure d'yttrium. 


L’acide fluorhydrique donne avec les sels d’yttria un précipité trans- 
parent et amorphe, peu soluble dans l’eau et dans les acides étendus. 
J'ai cherché à obtenir le même corps à l’état cristallisé en dissolvant 
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le fluorure amorphe dans un fondant approprié. J'ai employé les chlo- 
rures alcalins, en grand exces, avec addition d’une petite quantité de 
fluorure de potassium, pour faciliter la dissolution. 

L’expérience a été faite dans un creuset de platine, chauffé pendant 
une heure à la température du rouge blanc. Après refroidissement lent, 
on a constaté que la plus grande partie des chlorures alcalins s'était 
volatilisée; il restait un culot brillant, qui, repris par l'eau, a aban- 
donné un produit homogène, présentant les propriétés suivantes : c’est 
une poudre cristalline blanche, difficilement soluble dans les acides, 
excepté l’acide sulfurique. Cette dernière propriété a été utilisée pour 
en faire l'analyse, qui a été conduite ainsi qu’il suit: 


Analyse. — Un poids connu du produit a été attaqué par l'acide sulfurique, 
sous l'influence de la chaleur, et l'excès d'acide sulfurique a été évaporé à 
une température inférieure au rouge naissant. Du poids de sulfate restant, 
on conclut le poids d'yttrium. J'ai contrôlé ce poids en dissolvant le sulfate 
dans l'eau froide et précipitant de la solution l’yttrium à l'état d'oxyde. Le 
fluor a été dosé par différence. On arrive ainsi à la formule Y?FP. 











Trouvé. 

LES te Calculé. 

Yttrium. ... 60,71 61,10 
Fluor (par difl. 39,29 38,90 
100,00 100,00 100,00 


Propriétés cristallograpluques. — Vu au microscope, le produit se pré- 
sente sous forme de lamelles très minces, incolores, très peu réfrin- 
gentes, affectant une structure cristallitique. Dans la plupart, on dis- 
tingue deux séries de bandes étroites, plus épaisses, disposées à angle 
droit l’une sur l’autre, et dans l'intervalle d'autres bandes disposées 
suivant une diagonale du rectangle formé par les premières. La biré- 
fringence est assez élevée, car les lamelles les plus épaisses, qui n'ont 
pas plus de o"®,02, présentent, en lumière polarisée, une teinte d'un 
jaune vif. Les extinctions se font suivant les côtés du rectangle ou sui- 
vant les diagonales. 

Quand on observe en lumière convergente, on aperçoit des branches 
d’hyperbole qui, lorsqu'on fait tourner la préparation, se rapprochent 
vers le centre pour former une croix, et s'écarter ensuite dans des 
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directions perpendiculaires à celle de leur premier alignement. Le phe- 
nomene est celui qu'on observe quand on a affaire à des sections 
d’un cristal à deux axes, taillé perpendiculairement à une bissectrice 
optique. 

L’enchevötrement des lamelles, leur superposition fréquente et l’im- 
perfection de leur forme empêchent de faire un examen complet de 
leurs propriétés optiques. 


Oxyde d’yttrium. 


J'ai obtenu l’oxyde d’yttrium- cristallisé comme produit accessoire, 
dans des réactions qui avaient pour but la préparation des phosphates 
doubles formés par l’yttria avec les alcalis, ainsi que dans la production 
du silicate d'yttria; ces réactions seront décrites ultérieurement. Nous 
indiquerons seulement ici les procédés que nous avons employés pour 
séparer l’oxyde des produits qui l’accompagnaient et qui nous ont per- 
mis de nous assurer de sa pureté. 


1° Action du sulfate de potasse sur le phosphate d’yttria précipité. — 
En chauffant du phosphate amorphe d'yttria avec 20 ou 25 fois son 
poids de sulfate de potasse au rouge vif, dans un creuset de platine 
protégé par deux creusets de terre, on obtient l’oxyde accompagné de 
lamelles d’un phosphate double d’yttria et de potasse; j’ai pu séparer 
la plus grande partie des lamelles en passant le mélange au tamis, 
qui laisse passer tout l’oxyde avec quelques petites lamelles qu’on 
enlève par l'acide azotique étendu. La réaction est la même, quelque 
élevée et prolongée que soit la température; les cristaux d'oxyde 
sont seulement d'autant plus petits que la température a été plus 
élevée. 

Si l’on augmente la proportion de phosphate amorphe, on arrive à 
faire disparaître complètement l’oxyde. 


2° Action du chlorure de calcium sur un mélange de silice et d’yltria 
calcinée. — En vue de produire le silicate d’yttria cristallisé, j’ai 
chauffé un mélange de 3 parties d’yttria, provenant de la calcination 
de l’oxalate, ı partie de silice et 30 de chlorure de calcium. Les opé- 
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rations faites par ce procédé ont souvent donné naissance à de l'oxyde, 
en cristaux semblables aux précédents, mais plus gros, mélés à des cris- 
taux de silicate. 

On peut en séparer l'oxyde au moyen d'un traitement par le carbo- 
nate de soude en fusion, qui rend les silicates facilement attaquables 
par l'acide chlorhydrique, l’oxyde restant inattaqué dans ces condi- 
tions. 


3° Action du chlorure de calcium sur l'yttria amorphe. — L'expérience 
précédente m'a suggéré l’idée de rechercher l’action du chlorure de 
calcium sur l’oxyde amorphe, obtenu par la calcination de l’oxalate 
d'yttria pur. Un mélange de 10 à 15 parties de chlorure de calcium et 
de 1 partie d'oxyde était introduit dans un creuset de platine, protégé 
par deux creusets de terre lutés, et le tout était chauffé au rouge vif 
pendant deux heures. 

Après refroidissement lent, le culot, repris par l’eau, abandonnait 
une poudre cristalline qui, vue au microscope, se montrait composée 
de cristaux homogènes, isolés. Ce sont des trapézoèdres parfaitement 
nets, auxquels leur forte réfringence donne une grande beauté. Ils 
ressemblent à l'analcime et à l’amphigène, mais en different en ce 
qu'ils n’exercent aucune action sur la lumière polarisée. 

Leur densité, à 20°, est 5,1. 

Ces cristaux sont difficilement attaquables par les acides sulfurique, 
chlorhydrique et azotique, ainsi que par l'eau régale; cependant, au 
bout d’un temps assez long et sous l'influence de la chaleur, ils finissent 
par se dissoudre complètement. L'acide sulfurique concentré est l'acide 
qui les attaque le mieux. 

Dans la préparation examinée au microscope on aperçoit, en outre, 
quelques cristaux très petits, d'apparence orthorhombique, fortement 
réfringents. Ils paraissent en trop petite quantité pour affecter les 
résultats de l’analyse. 


Sulfure d'yttrium et de sodium. 


J'ai cherché à obtenir le sulfure d'yttrium en faisant réagir l'acide 
sulfhydrique sur le chlorure d’yttrium en fusion. On sait que Duro- 
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cher (') a reproduit à l'état cristallisé un certain nombre de sulfures 
en faisant réagir au rouge l'hydrogène sulfuré sur les vapeurs des 
chlorures correspondants. Le chlorure d’yttrium n’emettant pas de 
vapeurs sensibles. j’ai opéré la réaction en présence d’un fondant : j'ai 
fait passer un courant d’acide sulfhydrique bien sec sur un mélange 
de ce corps avec un excès de chlorure de sodium contenu dans une 
nacelle de charbon des cornues et chauffé dans un tube de porcelaine 
a la température de fusion de l’argent (?); une grande partie du chlo- 
rure de sodium s’est volatilisée et, à la fin de l'expérience, le contenu 
de la nacelle avait pris une couleur verte et une apparence cristalline : 
après reprise par l’eau, qui dissout l'excès de chlorure de sodium, puis 
par le sulfure de carbone, qui enlève un peu de soufre, on obtenait des 
lamelles homogènes qui ont été analysées de la manière suivante : 


Analyse. — Un poids déterminé du produil a été attaqué par l'acide sulfu- 
rique ou l'acide chlorhydrique dans un petit ballon fermé par un bouchon 
percé de deux trous. L’un est traversé par un tube à entonnoir effilé et re- 
courbé à son extrémité inférieure, l’autre par un tube abducteur plongeant 
dans de l’azotate d’argent ammoniacal. Un second flacon rempli de ce liquide 
servait de flacon témoin; sa limpidité attestait que tout l'acide sulfhydrique 
avait été absorbé. Le gaz qui se dégage, complètement expulsé par un cou- 
rant d'air et une ébullition prolongée du liquide à la fin de l’opération, est 
dose à l’état de sulfure d'argent. 

La solution restant dans le ballon est évaporée à sec pour chasser l’excès 
d'acide; on reprend par l’eau, et l’yttrium est dose à l’état d'oxyde à l’aide 
d’une précipitation par l’ammoniaque. L'évaporation à sec est indispensable, 
car l’yttria est un peu soluble dans les sels ammoniacaux. 

Dans la liqueur filtrée, débarrassée des sels ammoniacaux par la calcina- 
tion, on dose la soude à l'état de sulfate de soude. 

Les résultats trouvés conduisent à la formule NaS, Y?S?. 








Trouvé. 
I. IT. Calculé. 
S.............. 36,05 36,16 36 ,25 
Y.............. 50,71 50,84 50,72 
Na....... ..... 13,28 13,00 13,03 
100,04 100.00 100,00 
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SO 


(1) Comptes rendus, t. XXXII, p. 823. 
(2) M. Didier a obtenu, dans des conditions analogues, lo sulfure de cérium cristallise. 
(Comptes rendus, t. C, p. 1461.) 
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pales familles d’oxydes metalliques, a montre qu’elle pouvait donner 
soit des oxydes cristallises, soit des phosphates doubles de potasse, soit 
des orthophosphates simples, suivant les conditions de température. 

Avant d'aborder la partie expérimentale de ce travail, j'exposerai, 
pour n’avoir pas à y revenir à propos de chaque produit, les méthodes 
analytiques que j’ai employées. 


Analyses. — 1° La première méthode, qui s’applique à tous les phosphates 
que j'ai obtenus, consiste à attaquer un poids connu du composé à analyser 
par quatre ou cinq fois son poids de carbonate de soude : le culot, repris par 
l’eau, laisse l’oxyde. On s'assure de sa pureté en le redissolvant dans un acide 
et en le précipitant par un alcali pour tenir compte de la petite quantité de 
carbonate de soude qu'il avait pu retenir, malgré des lavages répétés à l'eau 
bouillante. La liqueur filtrée est traitée par l'acide chlorhydrique pour dé- 
truire le carbonate de soude, et l'acide phosphorique y est dosé par la mixture 
magnésienne. On filtre, on évapore à sec et l’on calcine pour chasser les sels 
ammoniacaux. La potasse peut alors être dosée dans le résidu repris par l’eau, 
au moyen du procédé de MM. Corenwinder et Contamine, qui est applicable 
en présence de la magnésie, et qui consiste à précipiter Ja potasse par le 
chlorure de platine à la façon ordinaire, puis à dissoudre dans l'eau bouillante 
la matière insoluble dans l’alcool, d'où l’on précipite le platine à l’état métal- 
lique par le formiate de soude. Ce procédé permet de ne pas se préoccuper 
des chlorures ou sulfates insolubles dans l’alcool. 

2° La plupart des phosphates obtenus sont plus ou moins facilement solu- 
bles dans l’acide azotique. On dissout donc le produit à analyser dans cet 
acide concentré, on étend d’eau, et l’on précipite l'acide phosphorique par 
le nitrate acide de bismuth (procédé Chancel). On filtre, on se débarrasse 
de l'excès de bismuth par l'acide sulfhydrique, que l'on fait passer jusqu’à 
ce que le précipité de sulfure soit rassemblé et la liqueur parfaitement 
incolore ; dans la liqueur filtrée, on chasse l'acide sulfhydrique par l’ebulli- 
tion et le passage d'un courant d'air, on évapore à siccité pour chasser l'excès 
d'acide azotique, on reprend par l'eau ct l'on précipite l’yttria par ’ammo- 
niaque. Il est indispensable de chasser l'excès d’acide, car l’yttria est soluble 
dans les sels ammoniacaux. Dans la solution débarrassée de l’oxyde par l’anı- 
moniaque et de l’azotate d’ammoniaque par évaporation et calcination, on dose 
les alcalis à l'état de sulfates. 


Orthophosphate d'yttria et de potasse : 3KO,Y*0*, 2PhO*. — J'ai fait 
réagir le sulfate de potasse en grand excès sur le phosphate d’yttria 
amorphe. Ce phosphate était préparé en précipitant une solution d’azo- 
late d’yttria, légèrement acide, par le phosphate d’ammoniaque. Le pré- 

Ann. de l’Ec. Normale. 3° Serie. Tome V. — Décemsre 1888. 54 
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cipité gélatineux ainsi obtenu était lavé avec soin, puis desséché et pul- 
vérisé. Je le mélangeais alors très intimement avec le sulfate de potasse. 

Un mélange de 28° de phosphate d’yttria précipité avec 40% vu 508" 
de sulfate de potasse était introduit dans un creuset de platine muni 
d'un couvercle fermant bien. Ce creuset était enfermé dans un creuset 
de terre : il en était séparé par une couche d’alumine, destinée à le pro- 
léger de toul contact avec les parois du creuset de terre, qui en amene- 
rait la détérioration rapide ; on fermait avec un couvercle, luté par de 
l'argile, on faisait sécher et on introduisait le tout dans un second 
creuset de terre plus grand, l'intervalle des deux étant rempli par de la 
magnésie, on bouchait avec un couvercle également luté. Cette dispo- 
sition a pour but, non seulement d'éviter l’altération du creuset de 
platine, mais aussi d’attenuer, dans une certaine mesure, l'influence des 
gaz réducteurs du foyer. 

J'ai chauffé ce mélange à des températures variables, depuis celle de 
la fusion du sulfate de potasse, jusqu’au rouge blanc prolongé. A une 
température voisine de la fusion du sulfate de potasse, il n’y a pas de réac- 
tion; dans toutes les autres expériences, j’ai toujours obtenu le même 
produit. En reprenant le contenu du creuset par l’eau bouillante, on 
isole des lamelles brillantes, transparentes, d’un éclat nacré, accom- 
pagnées de cristaux d'oxyde, analogues à ceux qu’on obtient par 
fusion de l’oxyde amorphe dans le chlorure de calcium, mais beaucoup 
plus petits. J’ai pu séparer les lamelles par tamisage. 

J'ai obtenu le même produit en lamelles hexagonales entières, dans 
d'autres expériences qui seront décrites plus loin; j’en donnerai alors 
la description. 

Ce produit s'attaque très facilement par l'acide azotique étendu, de 
sorte que les deux méthodes analytiques décrites précédemment 
s'appliquent ici. 

Les résultats conduisent à la formule 3KO, Y?0*, 2 Ph O*. 


Trouvé. 
STE Calculé. 
Acide phosphorique. 35,96 35,43 35,61 
Yttria............. 28,91 28,86 28,62 
Polasse.......... . 35,12 35,21 35,74 








99,99 99,90 100,00 
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Orthophosphate d’yttria et de potasse 3K0,5Y?0°,6Ph0°. — Jai 
augmenté la proportion de phosphate, de telle sorte que l’on ait 3#" de 
phosphate d’ytiria précipité pour 408 de sulfate de potasse ; le mélange 
a été chauffé pendant neuf heures avec du charbon des cornues. Le pro- 
duit que l’on isole par l’eau montre à l'œil nu deux sortes de cristaux; 
les plus nombreux sont de beaux cristaux prismatiques, brillants et 
transparents, qui atteignent plusieurs millimètres de longueur; en 
moins grande quantité, on y distingue des lamelles dont quelques-unes 
atteignent plusieurs millimètres. Je n’ai pas trouvé de moyen commode 
pour séparer nettement ces deux sortes de cristaux; j'ai été réduit à 
effectuer à la main le triage des cristaux prismatiques, et ce n'est 
qu'après en avoir enlevé la plus grande partie qu’on peut extraire une 
petite quantité de lamelles. 


L'analyse des cristaux prismatiques peut être faite comme je l’ai rapporté 
plus haut, quoique la dissolution des plus volumineux dans l'acide azotique 
soit assez longue. Les résultats conduisent à la formule 


3K0,5 ¥?03,6Ph05. 


En adoptant les anciennes formules, c'est-à-dire en prenant pour équivalent 
de l’yttrium les ? de Péquivalent adopté, et assignant à l’yttria la formule Y'O, 
la formule de ce phosphate deviendrait KO,5Y’O,2Ph0O°. 











Trouvé. 
I. IT. 7 Caleule. 
Acide phosphorique. 37,97 37,45 37,54 
Yitria............. 50,00 50,12 50 ,03 
Potasse ........... 11,80 12,11 12,43 
99,77 99,68 100,00 
Propriétés cristallographiques. — Quelques-uns de ces cristaux ont 


été taillés perpendiculairement à la direction d’allongement : les sec- 
tions obtenues se présentent sous la forme d’hexagones sensiblement 
réguliers doués d’une très faible action sur la lumière polarisée (ce qui 
tient sans doute à ce que la section nest pas rigoureusement transver- 
sale). Ces cristaux sont creux, et la cavité a la forme d’un cristal sem- 
blable au cristal ambiant. 

En lumière convergente, on aperçoit une croix noire qui présente 
une trace légère de dislocation. Le cristal est positif. 


Orthophosphate d’yttria. Xénotime de l’yttria pure Y?0°, PhO’. — En 
augmentant encore la proportion de phosphate d’yttria, de sorte que 
l'on ait 48 de phosphate d'yttria précipité pour 408° de sulfate de 
potasse, et employant comme combustible le charbon des cornues, 
concassé en morceaux beaucoup plus petits que dans l'expérience pré- 
cédente, ce qui permet d'obtenir une température encore plus élevée, 
enfin, en prolongeant la durée de l'expérience pendant dix heures, j’ai 
obtenu ua produit qui, vu au microscope, se présente en beaux cristaux 
prismatiques, incolores, cannelés, dont l'analyse et les propriétés cris- 
tallographiques seront données plus loin. 

Ils restent inattaqués dans l’acide azotique étendu bouillant, au 
moins pendant quelque temps, de sorte que si l’on soumet à ce traite- 
ment le produit brut résultant de la reprise du culot par l’eau, on dis- 
sout les produits qui l’accompagnent en petite quantité et on obtient 
un corps très homogène. 


Analyse. — Son analyse a été faite en l'attaquant par le carbonate de soude. 
Elle montre qu’on est en présence de l’orthophosphate d’yttria Y?0?, Phos. 











Trouvé 
TL j Gr. | Calculé. 
Acide phosphorique. 37,43 38,01 38,34 
Yttria............. 62,01 61,72 61,66 
99,44 99,73 100,00 


En résumé, l’action du sulfate de potasse sur le phosphate d’yttria 
précipité peut donner naissance à différents produits, suivant les quan- 
tites relatives. Ainsi, quand la proportion de phosphate amorphe est 
inférieure à 5 pour 100, on obtient de l’oxyde cristallisé en même 
temps qu’un produit de formule 3KO, Y*0°, 2PhO. Cette réaction 
écarte l’yttria des terres de la cérite qui, dans les mêmes conditions, 
n'ont jamais donné de phosphate double. 

Pour une proportion de phosphate amorphe voisine de 6 pour 100, 
on obtient un second phosphate double 3KO, 5Y?0°,6PhO", moins 
riche en potasse, en même temps que l’oxyde disparait. 

Enfin, quand on emploie 10 pour 100 de phosphate amorphe, on 
n'obtient plus que le phosphate tribasique Y?0*, PhO’. 
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Action de l'yttria sur les phosphates alcalins. 


J'ai obtenu des phosphates doubles par la réaction des phosphates 
alcalins fondus sur l’oxyde d’yttrium, réaction qui a été employée par 
MM. Troost et Ouvrard (') en vue de vérifier l’analogie signalée entre 
la thorine et la zircone. 


Pyrophosphate d’yttria et de potasse, KO, Y?0*, 2PhO*. — J'ai obtenu 
ce composé par action de l’yttria sur le métaphosphate de potasse. Ce 
sel était préparé par calcination d’équivalents égaux de pyrophosphate 
de potasse anhydre et de phosphate d’ammoniaque. On le fondait dans 
un creuset de platine, et on y projetait par petiles portions, jusqu'à sà- 
turation, de l’yttria obtenue par la calcination de l’oxalate. Le mélange 
limpide était maintenu pendant quelque temps à une température plus 
basse, puis refroidi très lentement. Le culot repris par l’eau abandon- 
nait un produit homogène. 


Analyse. — Ce phosphate a été analysé comme les précédents. Les résul- 
tats trouvés conduisent à la formule KO, Y?0?, 2PhO® 











Trouvé 
I. IL Calculé. 
Acide phosphorique. 46,93 46,87 46,94 
Yttria............. 37,50 37,60 37,53 
Potasse........... 15,24 14,91 15,53 
99,67 99,38 100,00 


Propriétés cristallographiques. — Le produit se présente sous la forme 
de prismes incolores, très biréfringents. Leur biréfringence est compa- 
rable à celle de la calcite. 

En lumière polarisée parallèle, ils s’éteignent en long, le signe 
d’allongement est positif. Ils présentent un pointement terminal 
de 132°. Ces cristaux n'ont que quelques centièmes de millimètre dans 
leur plus grande dimension. Malgré diverses tentatives que nous 
avons faites, il nous a été impossible d’en étudier au microscope 
la section transversale. Ce composé rappelle celui qu’a obtenu Wall- 


(1) Troost et OuvranD, Comptes rendus, t. CII, p. 1422, et t. CV, p. 30. 
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roth (') par fusion de l’yttria dans le sel de phosphore, et de for- 
mule identique NaO, Y?0*, 2PhO*. | 


Orthophosphate d’yttria et de potasse, 3KO, Y?0°, 2aPhO°. — L’yttria 
se dissout facilement dans le pyrophosphate de potasse fondu; il donne 
un sel en lamelles hexagonales, légèrement opaques, et paraissant avoir 
subi un commencement d’altération par la solution chaude de phos- 
phate de potasse, au moment de la reprise par l'eau. 

Pour éviter cet inconvénient, j'ai essayé l’action d’un fondant tel que 
le chlorure de potassium. J’ai constaté que, tant que la proportion de 
pyrophosphate de potasse est supérieure à une certaine limite, environ 
5 pour 100, la cristallisation est rendue plus facile, les lamelles sont 
tres brillantes; elles ne s’alterent pas quand on reprend par l’eau. 

L'analyse conduit à la formule 3KO, Y?0°, 2PhO°. 











Trouvé. 
| I. IT. | Calculé. 
Acide phosphorique. 35,71 35,56 35,64 
Yttria........ sc... 28,97 28,80 28,62 
Polasso ........... 25,15 35,60 35,74 
99,83 99,96 100,00 


On retrouve donc un des phosphates doubles obtenus par l’action du 
sulfate de potasse sur le phosphate amorphe d’yttria; l’aspect des 
deux produits est identique. Mais, vu au microscope, le dernier se 
montre en lamelles hexagonales plus nettes. Elles présentent trois cli- 
vages et, lorsqu'on les examine à un fort grossissement, on y observe 
des inclusions vitreuses. On remarque que les arêtes de la base pré- 
sentent des modifications. 

En lumière convergente, on observe une croix noire qui se disloque 
légèrement. Les cristaux sont négatifs. 


Orthophosphate d’yttria : xénotime de Üyttria pure, Y?0?, PhO®. — Si 
la quantité de chlorure de potassium employée dans les expériences 
précédentes augmente, on obtient de l’orthophosphate d’yttria pur. 


— 


(!) WALLROTH, Sur l’action du sel de phosphore sur les oxydes. ( Oefversigt af Kongl. 
Sv. Vetensk. Akad. Forhändlingar ; 1883, n° 3, p. 21.) 
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J'ai saturé d’oxyde le pyrophosphate de potasse fondu et, apres avoir 
laissé refroidir la masse, j’ai fondu le culot dans un exces de chlorure 
de potassium. En reprenant par l’eau, on ohtient un produit homogene, 
difficilement soluble dans l'acide azotique, et qui a été analysé par le 
carbonate de soude. Les résultats conduisent à la formule Y?O?, PhO®. 











Trouvé. 
1. TIL Calculé. 
Yltria............. 61,63 61,59 61,56 
Acide phosphorique. 38,27 38,19 38 ,34 
99,90 99,7 8 100,00 


Proprietes cristallographıques. — Tel que le donne cette préparation, 
le produit se présente sous la forme de prismes cannelés de o™, 4 sur 
o™™, 2 environ. Ce sont des prismes à section carrée, terminés par un 
pointement dont les faces sont inclinées de 122° sur les faces du prisme. 
L’extinction sur Jes faces latérales est longitudinale, l'allongement est 
positif. On observe des juxtapositions dont la face de jonction est 
parallèle à la direction de l’allongement. La biréfringence est très 
élevée : avec une épaisseur de o™™,015, ils montent à la teinte sensible 
de la troisième gamme, ce qui donne une réfringence d'environ 0,100. 

Ce composé, que j'ai également obtenu par l'action du sulfate de 
potasse sur le phosphate d’yttria précipité, a une certaine importance; 
il forme la plus grande partie de la xénotime, minéral naturel où 
l’acide phosphorique est associé à toutes les terres de l’yttria brute. 
Ce phosphate n'avait encore été reproduit que par Radominsky, par 
fusion du phosphate d’yttria dans le chlorure correspondant (*). 


Orthophosphate d'yttria et de soude 3NaO, Y?0*, 2PhO*. — J'ai obtenu 
ce compusé en dissolvant de l’yttria dans du pyrophosphate de soude. 
L'expérience a été conduite comme celles que j'ai décrites précédem- 
ment. L’addition de chlorure de sodium permet d'obtenir un produit 
mieux cristallisé : le phosphate se présente alors sous forme de cris- 
taux dendritiques et de rosaces hexagonales analogues aux cristaux de 
neige. 


(1) Rabominsky, Mémoire sur la production de la monazite et de la rénotime. ( Bul- 
letin de la Societe chimique, 1. XXI, p. 177.) 
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L'analyse a été faite comme je l’ai indiqué plus haut, soit par dissolution 
du produit dans l’acide azotique, soit par une atlaque au carbonate de soude. 
. Dans ce dernier cas, la soude a été dosée par différence. 








Trouve. 
CL I Calculé. 
Acide phosphorique. 40,71 40,80 40,75 
Yttria............. 32 ,98 32,57 32,72 
Soude............. 26,31 26,40 26 ,53 
100,00 99,77 100,00 


Silicate d'yttria. — Gadolinite de l'yttria pure. 


Un mélange intime et bien desseche de trois parties d'yttria pure, 
obtenue par la calcination de l’oxalate, et d’une partie de silice, pro- 
venant de la décomposition du fluorure de silicium, est introduit avec 
trente parties de chlorure de calcium dans un creuset de platine pro- 
tégé par deux creusets de terre. On chauffe dans un fourneau à vent, 
et l'on s'arrange de façon que la température n’atteigne qu’au bout de 
quelques heures le rouge vif; on maintient cette température pendant 
environ deux heures et on laisse refroidir lentement. Le culot, repris 
par l’eau, donne alors un produit homogène. 

Il n’en est pas de même si l’on ne prend pas toutes les précautions 
indiquées, en particulier celle de dessécher avec le plus grand soin les 
corps réagissants. Lorsque l’une des substances employées était mal 
desséchée, on obtenait des cristaux d’oxyde que j’ai pu séparer comme 
je l’ai indiqué précédemment, en même temps qu'un silicate double 
d’yttria et de chaux que je n’ai pu analyser, faute de pouvoir l'isoler 
exactement de l’oxyde. 

Le silicate d’yttria est attaqué par les acides sulfurique, chlorhy- 
drique et azotique, ainsi que par l’eau régale. L'attaque devient en- 
core plus facile après digestion dans le carbonate de soude fondu, qui 
n’atlaque les cristaux que superficiellement. C’est cette propriété qui 
m'a permis de séparer l’oxyde à l’état de pureté dans des expériences 
où les deux corps s’étaient formés simultanément. 

La densité du silicate d’yttria est 4,3 à 20°. 
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Analyse. — On attaque un poids connu de silicate par l’eau régale, on éva- 
pore à siccité au bain-marie, et l’on reprend par l’eau acidulée. On filtre, on 
pèse la silice restée sur le filtre après l’avoir lavée, desséchée et calcinée. La 
liqueur filtrée est évaporée à siccité pour chasser l’excès d’acide, reprise par 
l'eau, et l’yttria y est précipitée par l’ammoniaque ou par la soude. 

Les résultats conduisent à la formule Y?O®, SiO*. 








Trouvé. 
a —.. 
I. IL. Calculé. 
Silice........... 20,72 25,01 20,91 
Yttria........... 79,01 78,83 79,09 
99,73 99,81 100 ,00 
Propriétés cristallographiques. — Vu au microscope, le produit 


obtenu se montre parfaitement cristallisé. Les cristaux obtenus sont 
isolés ; ils ont environ o®", 2 de long, o™™, 06 à o™™, 08 de large. Leur 
épaisseur n'excède pas o™™, 04 à o™™, 05. Ils sont transparents; leur ré- 
fringence est peu différente de celle de lagadolinite naturelle. Ils se pré- 
sentent sous deux aspects. Les uns se montrent sous forme de lamelles 
losangiques, dont l'angle aigu est de 40°; les autres ont l’aspect de 
rectangles allongés, modifiés par un pointement dissymétrique. 

Les formes constatées et les propriétés optiques que nous allons dé- 
crire ci-après prouvent que la substance est monoclinique. Les lamelles 
losangiques peuvent être considérées comme appartenant à la face p 
aplatie; elles sont limitées par les faces m et tronquées aux extrémités 
de leurs diagonales par les faces k' et g', beaucoup moins développées 
que les faces m. Sur un grand nombre de cristaux on aperçoit encore 
une troncature sur l’arête mp. Il y a deux clivages parallèles aux faces m. 

Les lamelles rectangulaires, à pointement dissymétrique, appartien- 
nent à des cristaux aplatis suivant g', et dans lesquels cette face est 
prédominante. L’allongement a lieu parallèlement à l’arete k'g'. Le 
pointement terminal est formé par les faces A‘ et a'. L’angle de p sur 
h' a été trouvé égal à 86°, et celui de A‘ sur a’ égal à 145°. 

En conséquence de ces données, nous avons 

B = 86°, D = 0, 939, d= 0,342, b:h:: 1000: 1190. 
En lumière polarisee parallele, entre les nicols croisés, les lamelles 


losangiques s’eteignent parallèlement à leurs diagonales; les autres, 
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aplaties suivant g' s'éteignent sous un angle de 31° environ par rap- 
port à l’aréte A' g'. La biréfringence est énergique : le maximum a été 
trouvé égal à 0,040. 

En lumière polarisée convergente, on constate que le plan des axes 
optiques est parallèle à g'. La bissectrice aiguë est celle qui fait un 
angle de 31° avec l’aréte A'g', elle correspond à l'axe ng: le cristal est 
done positif. 

L'angle des axes optiques est d’environ 35°. 

Dans les cristaux étudiés on constate la présence d'une grande quan- 
tité d'inclusions vitreuses à bulle fixe, qui n’offrent pas généralement 
de relation nette ni de forme, ni de position, avec les faces du cristal: 

* cependant, dans quelques cas, ces inelusions se montrent alignées pa- 
rallelement aux faces m. 





Comparaison du silicate d’yttria pure et de la gadolinite naturelle.—La 
gadolinite artificielle est done monoelinique, comme la m&me espece 
naturelle. Comme elle, elle est positive, fortement réfringente, et, dans 
l'une comme dans l’autre, le plan des axes optiques est parallele au 
plan de symétrie. Cependant les deux minéraux diffèrent l'un de 
l'autre par quelques caractères. 

Dans la gadolinite naturelle, l'angle d'extinction en g' avec l'arête 
h' g' est de 3°, d'après M. Des Cloizeaux, de 8° à 10° d'après Brögger; 
dans le produit artificiel, cet angle est de 31°. Dans le minéral naturel, 
l'écartement des axes optiques est très grand, environ 140°; dans le 
produit artificiel, il est petit, ne dépasse pas certainement 35°. La biré- 
fringence est forte, tandis qu’elle est faible dans le minéral naturel. 
Il y a lieu, en outre, de remarquer la très grande différence de l'angle 
des faces m dans les deux produits. Ces différences peuvent s'expli- 
quer peut-être par ce fait que la gadolinite est un silicate d'yttria pur, 
tandis que le minéral naturel contient, outre cette base, du cérium, du 
lanthane, du didyme, du glueinium et du fer. 











Tungstate neutre d'yttria. 


Fusion du tungstate précipité dans le chlorure de sodium. — Vai 
cherché à obtenir le tungstate d’yuria cristallisé, par fusion du tung- 
state amorphe dans un fondant approprié. 


EE 
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Le tungstate amorphe était obtenu en précipitant une solution d’azo- 
tate d’yttria, par le tungstate neutre de soude. Le précipité obtenu, 
lavé et bien desséché, était mélangé avec un très grand excès de sel 
marin et le tout était fondu dans un creuset de platine, protégé par deux 
creusets de terre lutés. 

Après refroidissement lent, on isolait par l’eau des cristaux octaé- 
driques, incolores, de beaucoup d'éclat. Ils sont assez gros pour être 
distingués nettement à la loupe; leurs faces sont courbes et cannelées 
perpendiculairement à l'axe d’allongement. 

Leur densité est 5,6 à 20°. 


Analyse. — Un poids connu du produit obtenu est attaqué par quatre ou 
cinq fois son poids de carbonate de soude; on reprend par l’eau. On dissout 
l'oxyde dans un acide et on le précipite par la soude caustique. 

Dans la liqueur résultant de la reprise du culot de carbonate de soude par 
l'eau, on dose l'acide tungstique en le précipitant par l’acide azotique, faisant 
bouillir jusqu'à ce que le précipité soit devenu d’un beau jaune, évaporant à 
siccité et lavant avec une solution étendue de chlorhydrate d’ammoniaque. 

Les résultats trouvés conduisent à la formule Y?03,3TuO3. 











Trouvé. 
| TE Calculé. 
Yttria........... 24,67 25,01 24 ,60 
Acide tungstique. 75,18 74,90 75,10 
99,85 99,91 100 ,00 


Propriétés cristallographiques. — Quelques-uns des cristaux ont été 
_taillés en lames minces, perpendiculairement à leur direction d’allon- 
gement. On a vu alors au microscope qu'ils étaient formés de quatre 
individus groupés autour d'un centre commun. Chacun de ces éléments 
offre une section qui a la forme d’un parallélogramme dont l'angle aigu 
est très voisin de go°. Par suite de la rencontre des pointement aigus, 
au centre du groupement, les éléments en question laissent entre eux 
un petit intervalle, et ne se fondent ensemble qu’au voisinage de leur 
centre commun. Les sections présentent deux clivages parallèles à 
leurs diagonales. 

En lumière polarisee parallele, entre les nicols croisés, les cristaux 
sont d’un gris foncé et cependant agissent encore sur la lumière pola- 
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rure de sodium, se dissout rapidement ct abondamment dans le tung- 
state de soude. 


Tungstate double, 4NaO, Y?0*,7TuO*. — Dans une premiere serie 
d'expériences, j'ai ajouté du tungstate d’yttria jusqu’à saturation, et j'ai 
abandonné le tout 4 un refroidissement lent. Le culot repris par l’eau 
m’a donné un produit tres beau et tres homogene, facilement attaqué 
par les acides sulfurique, chlorhydrique, azotique, ainsi que par l’eau 
régale. 

Sa densité est 5 à 15°. 


Analyse. — Deux méthodes ont été employées. La première consiste à atta- 
quer un poids connu des cristaux par quatre ou cinq fois autant de carbonate 
de soude; on pèse l’oxyde purifié comme nous l'avons déjà indiqué. Dans la 
liqueur contenant le carbonate de soude et l'acide tungstique, on dose cet 
acide en le précipitant par l'acide azotique, comme il a été indiqué à propos 
du tungstate neutre. On a la soude par différence. 

Une seconde méthode consiste à attaquer un poids connu du produit par 
l'eau régale, à évaporer à siccité, à reprendre par l’eau acidulée, et à achever 
le lavage de l’acide tungstique par une solution étendue de chlorhydrate d’am- 
moniaque pour l'empêcher de passer à travers le filtre. On isole ainsi l’acide 
tungstique. 

On évapore à siccité, on calcine pour chasser le chlorhydrate d’ammoniaque, 
on reprend par l’eau et on précipite l’yttria par l’ammoniaque. On peut alors, 
dans la liqueur débarrassée de l’yttria, doser la soude à l’état de sulfate de 
soude. 

Les résultats trouvés conduisent à Ja formule 4Na0O, Y?0?,7TuO>. 











Trouvé. 
I. I. Calculé. 
Acide tungstique. 77,26 77,15 77,37 
Yttria .......... 10,58 11,07 10,82 
Soude .......... 11,52 11,78 11,81 
99 , 36 100,00 100,00 


Propriétés cristallographiques. — Ce produit se présente en prismes 
incolores, transparents, qui ont environ 0®®,6.de long et au plus o™™,1 
de large. La plupart sont tronqués à leurs extrémités perpendiculaire- 
ment aux arêtes des prismes; quelques-uns offrent un pointement ter- 
minal de 114°. La refringence est très forte; il en est de même de la 
biréfringence, qui est environ 0,080. 
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Molybdate d'yttria. 


J'ai essayé de produire le molybdate d'yttria cristallisé comme le 
tungstate correspondant en fondant le molybdate amorphe avec le 
chlorure de sodium. J’ai obtenu un produit incolore, facile à séparer 
d’une petite quantité de lamelles foncées. Il se présente à l’état de cristaux 
naissants, affectant une structure cristallitique; on y distingue aussi 
de petits octaedres parfaitements nets. 


Analyse. — L'analyse montre qu'on est en présence d'un molybdate neutre 
de formule Y?05, 3 MoOï. 





Trouvé. 
ı Tu Calcule. 
Yttria............ 35,01 34,90 34,65 
Acide molvbdique. 64,90 64,97 65,35 
09,91 99,87 100,00 


Action du chlorure d’ytirium sur le molybdate neutre de soude. — J'ai 
obtenu le molybdate d’yttria en cristaux tres nets en chauffant un 
melange de deux parties de molybdate neutre de soude et d’une 
partie de chlorure d’yttrium avec un grand exces de chlorure de 
sodium. Le mélange était chauffé dans une nacelle de platine, placée 
dans un tube de porcelaine traversé par un courant d’azote. Après 
refroidissement lent, on isole par l’eau des octaédres très nets, d’une 
couleur très foncée, presque noirs. Cette coloration doit être due à un 
commencement de réduction, causée par les gaz du foyer traversant 
accidentellement la porcelaine, ou par les gaz provenant de la calcina- 
tion des bouchons. 


Analyse. — On attaque le sel par l’acide azotique et on évapore à siccité au 
bain-marie. On reprend le résidu par quelques gouttes de sulfhydrate d’am- 
moniaque et on étend d’eau. Le molybdène est dissous à l’état de sulfomo- 
lybdate d’ammoniaque, l’yttria reste à l’état de précipité gélatineux qu’on 
lave et qu’on pèse. On s'assure d’ailleurs de sa pureté en le redissolvant dans 
un acide et le précipitant de nouveau. . 

Dans la liqueur contenant le molybdène, on précipite le sulfure de molyb- 
dene par un acide, et on le calcine dans un creuset de platine traversé par un 
courant d'hydrogène jusqu'à ce qu'il ne change plus de poids. 
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Du poids de sulfure de molybdene on conclut le poids d’acide molybdique. 
Les résultats trouvés conduisent à la formule Y?O?, 3MoO°. 








Trouvé. 
I. II. Calcule. 
Yttria............ 35,12 34,78 34,65 
Acide molybdique. 64,56 64,59 65,35 
99,68 99,37 100,00 


Cette méthode est commode pour analyser le molybdate double 
d’yttria et de soude ; on peut y doser la soude directement, ce que ne 
permettrait pas une attaque au carbonate de soude. 


Molybdate double d’yttria et de soude 3NaO, Y?0*, 6MoO*. — J'ai 
obtenu un molybdate double d’yttria et de soude par la méthode qui 
m’a donné les tungstates doubles d’yttria et de soude. Le molybdate de 
soude, fondu sur un bec Bunsen, était saturé de molybdate amorphe 
d’yttria, obtenu par précipitation d’une solution d’azotate d’yttria par 
le molybdate neutre de soude; mais le produit obtenu n’est jamais com- 
plètement homogène, il contient environ 13 pour 100 d’un autre produit 
que je n'ai pas pu analyser, parce que je l’ai obtenu en trop faible quan- 
lité; ce dernier produit reste comme résidu quand on traite le mélange 
des deux par de l'acide azotique très étendu, tandis qu’il se dissout 
complètement un molybdate double de formule 3NaO, Y?0°,6Mo0". 


Analyse. — Un poids connu du produit obtenu a été dissous dans l'acide 
azotique très étendu, et dans Ja dissolution l’yttrium a été précipité par le 
sulfhydrate d’ammoniaque. Le molybdène reste en dissolution à l’état de sul- 
fomolybdate d’ammoniaque. On l'en précipite au moyen d’un acide, à l’état 
de sulfure de molybdène. On évapore la liqueur débarrassée de l’yttria et du 
molybdène, on calcine pour chasser les sels ammoniacaux et on dose la soude 
à l’état de sulfate de soude. 











Trouvé 
I. Il. Calcule. 
Acide molybdique. 67,36 67,12 67,8t 
Yttria............ 18,07 17,91 17,78 
Soude ......... ve 14,20 14,77 14,4r 
ag, 63 09, 80 100,00 


Proprietes cristallographiques. — Ce produit se présente sous la forme 
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de prismes incolores, transparents, fortement réfringents, sans aplatis- 
sement marqué, terminés par un pointement symétrique surbaissé de 
98°, qui parait identique quelle que soit la face du prisme reposant sur 
le verre. La birefringence est notable, le signe d’allongement est po- 
sitif. Certaines sections carrées demeurent sensiblement éteintes dans 
toutes les positions entre les nicols croisés. Examinées en lumière 
convergente, elles paraissent présenter une croix noire, mais le phéno- 
mène est très vague à cause de la petilesse des cristaux, qui n’ont pas 
plus deo™™,o1 dans le sens transversal. Il est probable d’après cela 
que le produit est quadratique et positif. 


CONCLUSIONS 


J'ai obtenu, en partant de l'yltria pure, un certain nombre de com- 
posés nouveaux nettement cristallisés. 

J'ai déterminé les conditions dans lesquelles 0 on obtenait, à l’état de 
pureté et bien cristallisés, d’autres produits qui n'étaient connus 
jusqu'ici qu'à l’état amorphe ou souillés d’impuretes, et j’ ai montré 
l’influence des proportions des corps mis en présence. Ces expériences 
m'ont amené à reproduire la xénotime par deux procédés nouveaux; 
elles ont donné des résultats intéressants au point de vue de la compa- 
raison de l’vttria avec les autres oxydes métalliques. C'est ainsi que les 
expériences sur les phosphates écartent l'yttria des terres de la cérite. 

J'indique, dans le tableau suivant, les composés que j'ai préparés 
et dont j'ai étudié les principales propriétés physiques, chimiques et 
eristallographiques : 


. Oxyde d’yttrium Y?O°. 
Chlorure d’yttrium Y?Cl®. 
Bromure d’yttrium Y? Br’. 
Fluorure d’yttrium Y?FI?. 
Sulfure d’yttrium et de sodium NaS, Y?S°. 
Pyrophosphate d’yttria et de potasse KO, Y?O°, 2Ph0. 
Orthophosphate d’yttria et de potasse 3KO, Y?O?, 2PhO§. 
‘Orthophosphate d’yttria et de soude 3Na0, Y?O?, 2PhO". 
Orthophosphate d’yttria et de potasse 3K0, 5 Y?03, 6PhO®. 


Load 
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Orthophosphate d'yttria (xénotime de l'yttria pure) Y?03, PhO§. 
Silicate d’yttria (gadolinite de l’yttria pure) Y?O?, Si O?. 
Tungstate d’yttria Y?O?, 3Tu Où. 

Tungstates doubles d’yttria et de soude. 

Molybdate d'yttria Y?O°, 3Mo O°. 

Molybdate double d’yttria et de soude 3 Na QO, Y?O?, 6 Mo 0°. 


Quelques-uns de ces composés sont importants au point de vue de 
la reproduction des minéraux : ce sont, entre autres, l’orthophosphate 


et le silicate dont j’ai fait ressortir les analogies avec la æenotime et la 
gadolinite naturelles. 
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SUR UNE 


EXTENSION DU THÉORÈME DE PASCAL 


A LA 


GÉOMÉTRIE DE L'ESPACE, 


Par M. A. PETOT, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE. 


INTRODUCTION. 


Une surface du second ordre étant déterminée par neuf points, il 
existe une relation entre dix points pris arbitrairement sur une telle 
surface. La recherche de l'expression géométrique de cette relation a 
été proposée par l’Académie de Bruxelles, au concours de 1825; plus 
tard, en 1837, Chasles a insisté, dans son Aperçu historique, sur l’uti- 
lité que présenterait la connaissance de cette expression, dans la 
théorie des surfaces du second degré. Depuis cette époque, de nom- 
breuses recherches intéressantes ont été faites sur ce sujet; mais, 
malgré l'importance des résultats obtenus, il ne nous semble pas que 
la question ait été résolue d’une manière définitive. Quand on veut 
généraliser un théorème de Géométrie, on doit tout d’abord se de- 
mander ce qui caractérise essentiellement le fait exprimé par ce théo- 
reme, afin de faire porter la généralisation sur ce caractère essentiel. 
Ce premier point a été nettement indiqué par Chasles ; nous ne pouvons 
mieux faire à ce sujet que de citer textuellement quelques passages de 
l’Aperçu historique : « On peut regarder le théorème de Pascal comme 
exprimant une relation générale et constante entre six points quel- 
conques d’une conique, c’est-à-dire un de plus qu’il n’en faut pour 
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déterminer cette courbe, ou bien comme exprimant une propriété 
générale d’une conique par rapport à un triangle tracé arbitrairement 
dans son plan.... D'après cela, on peut concevoir de deux manières, 
dans l'espace, l’analogue du théorème de Pascal. Ce sera, dans le 
premier cas, une propriété générale de dix points appartenant à une 
surface du second degré, c’est-à-dire un point de plus qu’il n’en faut 
pour déterminer une telle surface. Dans le second cas, ce sera une 
propriété générale résultant du système d’une surface du second ordre 
et d’un tétraedre placé d’une manière quelconque dans l'espace. » 
(Aperçu historique, Note XXXII.) 

M. Paul Serret a complété cette analyse des différentes formes, sous 
lesquelles on peut concevoir le théoreme analogue 4 celui de Pascal, 
en montrant que l’on n’aurait pas ce théorème dans une propriété de 
dix points d’une surface du second ordre, qui n'aurait pas, pour une 
telle surface, les mêmes conséquences pratiques que le théorème de 
Pascal pour les coniques. Si l’on désigne par A et B deux des cinq 
points donnés pour déterminer une conique, et par M un point quel- 
conque de cette courbe, le théorème de Pascal fournit, entre les deux 
droites AM et BM, une relation géométrique telle que, l’une des deux 
étant donnée, l’autre s'en déduit immédiatement par une construction, 
qui exige seulement l'emploi de la règle. De même, si l’on désigne 
par A,B, C trois des neuf points donnés pour déterminer une qua- 
drique, et par M un point quelconque de cette surface, le théorème 
cherché devra fournir, entre les trois plans ABM, BCM, CAM, une re- 
lation géométrique telle que, deux d’entre eux étant donnés, le troi- 
sieme s’en déduise simplement par une construction linéaire. Les plans 
variables ABM, BCM, CAM forment ce que l’on appelle trois faisceaux 
duplo-projectifs; les axes de ces trois faisceaux sont dans un même 
plan ABC; de plus, ce plan appartient à chacun des faisceaux. Dans le 
cas général, où les axes des faisceaux sont des droites quelconques non 
concourantes, M. Cremona (') a montré que le lieu de M est une surface 
du troisième ordre. La relation duplo-projective est définie analytique- 
ment, et l’on n’a pas pu en déduire jusqu’à ce jour un mode géomé- 





(1) Mémoire de Géométrie pure sur les surfaces du troisième ordre (Journal de Crelle, 
p. 80; 1868). 
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trique de description de la surface du troisieme ordre par points; 
M. Cremona s’en est seulement servi pour mettre en évidence certaines 
propriétés de cette surface. M. Reye (') a indiqué, il est vrai, une 
construction géométrique de la surface cubique, mais la surface que 
l’on obtient par cette construction a un point double. Enfin M. Le 
Paige (?), en étudiant une homographie particulière analogue à la 
relation duplo-projective, est parvenu seulement à ramener la con- 
struction d’une surface du troisième ordre donnée par trois droites non 
concourantes et sept points à celle d’une quadrique donnée par neuf 
plans tangents. 

Nous avons été ainsi conduit à chercher, au lieu de la propriété 
de dix points d’une quadrique, l'expression géométrique de la relation 
qui existe entre trois droites non concourantes et huit points appar- 
tenant à une même surface du troisième ordre. Toute droite, qui 
s'appuie sur deux droites données de la surface, ne rencontre plus 
cette surface qu’en un point; la relation cherchée devra, pour étré 
comparable au théorème de Pascal, donner une détermination géomé- 
trique de ce point, qui exige seulement l’emploi de la règle. D’autre 
part, M. Cremona a montré que toutes les surfaces cubiques, qui ont 
en commun trois droites non concourantes À, B, Cet six points pris 
arbitrairement dans l’espace, passent par une courbe gauche du sixième 
ordre et du premier genre. Il y a seulement exception quand les trois 
droites et les six points considérés sont associés et appartiennent à un 
faisceau doublement infini de surfaces du troisième ordre. Nous avons 
étudié, en même temps que la surface cubique, la courbe gauche du 
sixième ordre considérée, ainsi que le groupe de droites et de points 
associés. D'ailleurs les trois relations dont nous venons de parler com- 
prennent, comme cas particuliers, les propriétés de dix points d’une qua- 
drique, de neuf points d’une quartique gauche, de huit points associés. 

Nous allons maintenant résumer ce qui a été fait sur les surfaces du 
second ordre, en nous tenant à ee qui concerne l’extension du théo- 
reme de Pascal à ces surfaces, et en nous plaçant au double point de 
vue de la théorie et de la pratique. 





(1) Geometrie de position, deuxième Volume, p. 209. 
(2) Bulletin de l’Académie de Belgique, 1. V, 1883. 
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Lamé (') demontra, le premier, que toutes les surfaces du second 
ordre qui passent par huit points ont en commun une quartique 
gauche, et que toutes celles qui passent par sept points se rencontrent 
en un huitième point. On lui doit en outre une construction de la sur- 
face du second ordre donnée par neuf points. 

Chasles (?) donna différentes propriétés de la cubique gauche, et la 
relation suivante entre douze points d’une quadrique : quand les six 
arétes d'un tétraèdre quelconque rencontrent une surface du second ordre 
en douze points, ces dous®points sont trois à trois sur quatre plans dont 
chacun contient trois points appartenant aux trois arêtes issues d'un 
méme sommet du tetraedre; ces quatre plans rencontrent respectivement les 
faces opposées à ces sommets suivant quatre droites, qui sont les généra- 
trices d’un même mode de generation d’un hyperboloide. 

On doit à Thomas Weddle (?) une propriété du groupe de huit 
points associés et une construction de la quadrique donnée par neuf 
points; ce qui caractérise cetle construction, c’est qu'elle exige la 
détermination de certains éléments métriques. 

Nous citerons de Hesse (*) la propriété suivante de huit points as- 
sociés : St l’on sépare huit points associés en deux groupes égaux com- 
poses chacun de quatre points, les deux tétraèdres ayant pour sommets 
respectifs les points de l’un ou de l’autre groupe sont toujours conjugués à 
une même surface du second ordre. 

On doit, en outre, à Hesse, à Schröter (?) et à Steiner (°) diverses 
constructions de la quadrique donnée par neuf points. 

M. Darboux (7), apres avoir exposé un mode de correspondance 
d'après lequel à un point correspond un point et à une droite une 
conique, en a déduit une construction de la surface du second ordre 
donnée par neuf points. On commence par déterminer, sur un plan 


(1) Eramen des differentes méthodes employées en Géométrie, 1818. 

(2) Aperçu historique, Notes XXXII et XXXII. — Comptes rendus, t. LU, LIT et LIV. 

(3) Journal de Cambridge, 1. IV, p. 26 à 44: t. V, p. 58 à 69, 238 à 243; t. VII, p. ro 
à 13. 

(*) Journal de Crelle, 1842 et 1843. 

(5) Journal de Crelle, t. 62, p. 215. 

(8) Journal de Crelle, t. 68, p. 191. 

(7) Bulletin de la Socicté philomathique, 1868. 
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mené par trois des points donnés, la quatrième trace de la quartique 
gauche déterminée par ces trois points et par cinq des autres points 
donnés. On peut ainsi obtenir des coniques appartenant à la surface 
demandée et en déduire les différents éléments de cette surface. 

Les résultats les plus importants que l'on ait obtenus sur le sujet 
qui nous occupe sont dus à M. Paul Serret; nous ne pouvons pas ana- 
lyser ici son très intéressant Livre sur la Géométrie de direction; nous 
citcrons seulement la propriété suivante de dix points d’une surface 
du second ordre : Dix points d'une surface du second ordre étant séparés 
en deux groupes égaux, les points de chaque groupe déterminent les 
sommets de deux pentagones gauches respectivement conjugués a une 
deuxième surface du second ordre, et réciproquement. Ce qui fait l’in- 
térét du théorème précédent, c’est qu’il est la généralisation d’une 
propriélé de six points d’une conique. M. Paul Serret a d’ailleurs 
donné des théorèmes analogues à celui que nous venons de citer, pour 
la quartique gauche, pour la cubique gauche et pour le groupe de 
points associés, et il a pu en déduire la solution d’un grand nombre 
de problèmes sur les surfaces du second ordre. 

Nous signalerons encore les résultats obtenus par MM. Héger (') et 
Hunyady (?), ettout particulierement le mode de construction indique 
par M. Le Paige (?) pour la quadrique donnee par neuf points. 

En resume, la question que nous nous sommes proposée n'a pas 
élé abordée, en ce qui concerne les surfaces du troisième ordre, et n’a 
pas été complètement résolue pour celles du second. Nous allons in- 
diquer la méthode que nous avons suivie et les résultats que nous 
avons obtenus. | 

Quand on cherche à étendre le théorème de Pascal à la Géométrie de 
l’espace, on ne sait tout d’abord comment aborder cette recherche. 
Cela tient à ce que l’on n’a pas à démontrer un théorème énoncé, mais 
bien à inventer l’énoncé même de ce théorème; et, pour cela, on n’est 
guidé que par des considérations assez vagues sur les analogies que 
peuvent présenter le plan et l’espace. Nous allons indiquer par quelle 


ee nn mn 


(1) Journal für Mathematik, 1880. 
(2) Journal de Borchardt, 1880. 
(3) Bulletin de l’Académie de Belgique, t. V. 
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suite d’inductions nous avons pu déterminer à l'avance, sinon l’expres- 
sion définitive, du moins la forme générale des résultats auxquels on 
doit arriver. 

Dans le théorème de Pascal, ou dans les théorèmes analogues, on fait 
correspondre linéairement à un point décrivant une conique, soit une 
droite enveloppant un point, soit, ce qui revient au même, un point dé- 
erivant une droite. De même, on peut faire correspondre linéairement 
à un point M, qui se déplace sur une surface du troisième ordre S,, un 
certain élément w qui engendre une forme géométrique 2. Si la forme = 
est déterminée par » éléments w, la condition pour que le point M dé- 
erive une surface S, sera ramenée à la relation entre (a+ r) éléments 
d’une même forme %; pour qu'il y ait à cela un avantage, il faudra _ 
évidemment que cette dernière relation soit connue. D'autre part, 
lorsque le point M décrit une droite L s'appuyant sur deux des trois 
droites données pour déterminerS,, l'élément correspondanto engendre 
une deuxième forme a; par suite, la détermination de la troisième trace 
de L sur S, sera ramenée à celle de l'élément w, commun aux deux 
formes = et s. Dès lors, pour que le théorème obtenu ait, relativement 
aux surfaces du troisième ordre, les mêmes conséquences pratiques que 
celui de Pascal pour les coniques, il faudra que l'on sache déterminer 
linéairement l'élément commun aux deux formes X et 5, puis revenirde 
cet élément à M. On aura bien alors la troisième trace de L sur la sur- 
face S,, et l'on saura construire cette surface par points. Il reste à dé- 
terminer la nature de l'élément w et celle de la forme &, ainsi que le 
mode de correspondance à établir entre M etw. 

Tout d'abord, nous avons pris pour & un plan, mais ce mode de cor- 
respondance ne nous a donné aucun résultat simple; nous avons alors 
choisi pour w une droite. Dans ce cas, il était tout naturel de prendre 
pour Lun complexe du premier ordre et pour 5 un faisceau du premier 
ordre. Le premier problème à résoudre a alors été le suivant: Trouver 
la relation homographique à établir entre un point M et une droite w de 
l'espace pour que, M décrivant une droite quelconque qui s'appuie sur deux 
des trois droites données de la surface, w engendre un faisceau du premier 
ordre. Après avoir obtenu ce mode de correspondance, nous avons 
cherché le lieu que décrit M quand on impose à  d’appartenir à un 
complexe du premier ordre; nous avons trouvé que ce lieu est une sur- 
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face du troisième ordre, se dedoublant, dans un cas partieulier facile 
à caractériser, en un plan et une quadrique. On parvient ainsi à faire 
dépendre la situation de trois droitesnon concourantes et de huit points 
sur une même surface du troisième ordre, et, en particulier, celle de 
dix points sur une surface du second ordre de la situation sur un même 
complexe du premier ordre, de six droites déduites linéairement des 
points considérés. D'ailleurs, le même mode de correspondance donne 
immédiatement les propriétés de neuf points d’une courbe gauche du 
quatrième ordre et de huit points associés, et, plus généralement, les 
propriétés analogues pour la courbe gauche du sixième ordre et pour 
le groupe de droites et de points associés. On obtient comme conclu- 
sions : pour les courbes gauches, cinq droites appartenant à une inéme 
congruence du premier ordre; pour les groupes d'éléments associés, 
quatre droites appartenant à un même système de génératrices d’un 
hyperboloide. Ce sont ces différents théorèmes que nous présentons 
comine une extension du théorème de Pascal à la Géométrie de l’es- 
pace; nous montrons,qu’ils ont, pour les surfaces du troisième ordre 
et pour celles du second, les mêmes conséquences pratiques que te 
théorème de Pascal pour les coniques; un grand nombre de problèmes, 
jusqu'ici non résolus, sur ces surfaces et sur quelques-unes de leurs 
courbes d’intersection sont ainsi ramenés immédiatement à des con- 
structions que l’on sait exécuter sur des systèmes de droites. 





CHAPITRE I. 


EXTENSION DU THÉORÈME DE PASCAL AUX SURFACES DU TROISIÈME ORDRE. 
PROPOSITIONS CORRÉLATIVES. 


1. On peut faire correspondre homographiquement, à un point dé- 
crivant une conique, une droite qui enveloppe un point. Nous allons 
déduire de ce fait une démonstration du théorème de Pascal; puis, en 
suivant une marche semblable, nous obtiendrons des théorèmes ana- 
logues à ce dernier pour les surfaces du troisième ordre. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome V. S.2 
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I. — Coniques. 


2. Considérons dans un plan deux points fixes A et B (Ag. 1), et 
cherchons l'expression analytique générale du mode de correspon- 
dance homographique à établir entre un point M et une droite w, mo- 
biles dans ce plan, pour que, M décrivant une droite qui passe par l’un 
des points A ou B, w enveloppe un point. 


Fig. 1. 





A 8 

Si l'on prend les points A et B pour deux des sommets du triangle 
de référence, et pour troisième sommet un point quelconque C du plan, 
les équations des droites BM et AM sont 


(1) r+is=o, 


(2) Y-+tpS37=0, 


en désignant par A et » deux paramètres arbitraires, qui peuvent être 
considérés comme les coordonnées du point M. 

Pour la droite w reliée homographiquement à M, elle est déterminée 
par deux points donnés, en coordonnées tangentielles, par les équa- 
lions 


(3) AP + nQ +R =o, 
(4) AP, +2Q,+RK, =O, 
où P, Q, ..., R sont des fonctions linéaires et homogènes des coordon- 


nées a, b, c d’une droite. 
Pour que w enveloppe un point, quand M décrit une droite quel- 
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conque passant par À ou par B, il faut et il suffit que P et Q aient leurs 
coefficients respectivement proportionnels à ceux de P, et de Q,. 

D'autre part, si l’on cherche les points M tels que les équations (3) 
et (4), modifiées comme il vient d’être dit, représentent le même point, 
on trouve, en dehors de AB, un seul point jouissant de cette propriété; 
on peut prendre ce dernier point pour le troisième sommet C, jusqu’ici 
arbitraire, du triangle de référence; il suffit pour cela que R et R, 
aient aussi leurs coefficients proportionnels. La droite w est alors dé- 
terminée par les deux points 


(5) T=DP +mpQ +R=o, 
(6) T,=413P+m,gQ+R=o. 


On a d’ailleurs 


(7) P=oca+ab+a’c, 
(8) Q=fa-+ B'b + Be, 
(9) R>=ya+y'b+ ye. 


Les trois points fixes P, Q, R sont jusqu’ici quelconques et assujettis 
seulement a ne pas étre en ligne droite. 


3. Cherchons maintenant quelle est la courbe engendrée par M quand 
w enveloppe un point quelconque X,. 
Les équations (5) et (6) peuvent s’écrire 


(10) (lad +mBp +y)a+(la'h +mB'p +y)b+(lx"} + mb +y')ce=o, 
(rt) (hoi+mBp+ya+(lha+mBn+y)b+ (hat mBu+y")e=0o. 


Le lieu de M a alors une équation de la forme 


(12) DL 


Cette équation représente une conique C, eirconscrite au triangle 
ABC; on peut d’ailleurs faire passer cette conique par deux autres 
points quelconques ı et 2 du plan; il suffit pour cela de prendre comme 
point 2, le point de rencontre des deux droites w,, w,; donc, pour que 
les six points A, B, C, 1, 2, 3 appartiennent à une même conique, ıl faut 
et il suffit que les trois droites w,, w,, w, sotent concourantes. 


lah + mBp +7 lex +mBp +y| 
Lak+mBp+y hai+mBa+y | 
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4. D'autre part, lorsque M décrit une droite quelconque passant par 
l'un des points A, B, C, w enveloppe un point; dès lors la droite w, 
qui correspond au deuxième point de rencontre de l'une des droites 
considérées avee la conique C,, s’oblient immédiatement en joignant 
deux points connus. Par suite, pour que le mode de correspondance 
considéré fournisse une détermination pratique du sixième point de la 
conique donnée par cing points, il suffit de trouver de ce mode de cor- 
respondance, jusqu'ici analytique, une définition géométrique permet- 
tant d'obtenir w, connaissant M, et inversement de revenir de w à M. 

Les points enveloppés par w lorsque M décrit une droite (A) pas- 
sant par B ou une droite (y.) passant par A ont respectivement pour 
équations 


(13) * (Im, — ml,)AP + (m, —m)R=o, 
(14) (ml, — Im )uQ+ (4-1) R=o, 


Pour déterminer la droite w, qui correspond au point d’interseetion 
M des deux droites (A) et (x), on peut prendre, au lieu des points (5) 
et (6), les points (13) et (14), qui sont situés sur les droites fixes PR, 
QR, et dépendent seulement, le premier de X, et le second de p. 

Les points & et n, où les droites variables (1) et (2) rencontrent les 
droites fixes PR et QR, ont pour équations 


(15) (y HYP — (a + a 4)R—0, 
(16) Werra — (8 + Bz) R=o. 


Ces équations montrent que les points connus Ë et n sont reliés 
homographiquement aux points cherchés (13) et (14) et, par suite, 
peuvent servir à les déterminer. Pour que les points (13) et (14) 
coincident respectivement avec les points — et n, quels que soient A 
et u, il suffit de poser 

«=P=r=y=0 
(17) (m — mı)y" + (ml, — Im,)a=o, 
(18) (1-1) ÿ'+ (lm, — ml)ß' = 0. 


En tenant compte des hypotheses faites, on voit que le point R 
coincide avec C, et que les points P et Q sont pris arbitrairement sur 
AB; les deux droites RP et RQ peuvent done étre menées arbitraire- 
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ment par le point C; nous les désignerons par ß et a. D'ailleurs, on peut 
toujours déterminer les paramètres /, /,, m, m, de manière à vérifier 
les relations (17) et (18). On obtient ainsi le théorème connu suivant : 


Taéorëme J (Propriété de six points d'une conique) — St, menant 
arbitrairement deux droites « et B par le sommet C du triangle ABC, qui 
a pour sommets trois de ces points, on fait correspondre à tout point M du 
plan la droite w déterminée par les points où les droites AM, BM ren- 
contrent respectivement les droites « et ß, les trois droites correspondantes 
aux derniers points de la conique sont concourantes. 


D'ailleurs, si l'on prend pour droites a et 6 des droites passant par 
deux des trois derniers points de la conique, on obtient le théorème de 
Pascal. 

On sait démontrer simplement le théorème 1; si nous en avons donné 
la démonstration complexe qui précède, c’est qu’elle peut, comme 
nous allons le montrer, être transportée terme à terme aux surfaces du 
troisième ordre. Il apparait alors clairement que les théorèmes ob- 
tents de cette manière peuvent être considérés comme une extension 
du théorème de Pascal à la géométrie de l’espace. 


II. — Surfaces du troisième ordre. 


o. Considérons trois droites fixes non concourantes &, vs, € (fig. 2), 


Fig. 2. 





et cherchons l'expression analytique générale de la relation homogra- 
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phique à établir entre un point M et une droite w de l’espace, pour 
que, M décrivant une droite qui s’appuie sur deux des trois droites 
+, vb, ©, w engendre un faisceau plan, c’est-à-dire tourne autour 
d’un point et reste dans un plan. 

Si l’on prend pour trois des faces du tétraedre de référence des plans 
menés respectivement par les droites &, #, © et par un point D, les 
équations de ces droites sont 


T=O, 


(1) deg fat fy +f's + f"u=0, 


(a) | JY —0, 
Wm=gargy+g'z+g"um=o; 

3 —=0, 
(3) | mn 
S,=hzs-+hy+hz+htu=o. 


‘boy Wo, ©, désignant trois nouveaux plans fixes menés par les droites 
+, 1%, © et par un point E. 


Un point quelconque M de l'espace peut être déterminé par les trois 
plans 


(4) Z + bo = 0, 
(5) y+ pus, =o, 
(6) 5+ V0 =0, 


où À, u, v sont des paramètres arbitraires. 
Pour la droite w reliée homographiquement à M, elle est déterminée 


par deux points donnés en coordonnées tangentielles par les équa- 
lions 


(7) AP +pQ +vR+S=o, 
(8) AP, + 2pQ, +vR, +58, =0, 


où P, Q, ..., S sont des fonctions linéaires et homogènes des coor- 
données a, b, c, d d’un plan. 

Quand M décrit une droite s'appuyant sur & et vb, À et p restent 
constants; pour que w engendre un faisceau plan, il faut et il suffit 
que R et R, aient leurs coefficients proportionnels. On voit de même 
que les coefficients de P ct de Q doivent être respectivement propor- 
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tionnels à ceux de P, et de Q,. D'autre part, si l’on cherche les points 
M, tels que les équations (7) et (8), modifiées comme il vient d’être 
dit, représentent le même point, on trouve, en dehors des droites 
+, %, €, un seul point jouissant de cette propriété ; on peut prendre 
ce dernier point pour le sommet D, jusqu'ici arbitraire, du tetraedre de 
référence ; il suffit pour cela que S et S, aient leurs coefficients pro- 
portionnels. On est ainsi conduit à prendre pour w la droite qui joint 
les deux points | 


(9) T=!P+mpQ+nvR+S=o, 
(10) T,=4AP + mpQ +nvR+S—o. 


On a, d'ailleurs, 
P =aa-+a'b+a’c+ ad, 
Q —=ßa-+ßb+P’c-+B”a, 
R=ya+yb-+y’c+y”d, 
S—3a + db + d'c + dd. 


Les quatre points fixes donnés par les équations obtenues en égalant 
a zero les fonctions P, Q, R, S sont jusqu'ici quelconques et assujettis 
seulement à ne pas être dans un même plan; nous désignerons par 0 le 
tétraedre ayant pour sommets ces points el par p, g, r, s les faces de 
ce tétraèdre, respectivement opposées aux sommets P, Q, R, S. 


6. On a étudié le complexe engendré par une droite reliée homo- 
graphiquement à un point de l’espace. La droite w, qui joint les points 
T et T,, engendre un complexe tétraédral, ayant 0 pour tetraedre prin- 
cipal. Le rapport anharmonique des plans menés par w et par les 
points P, Q, R, S et celui des traces de w sur les plans p, g, r, s sont 
tous deux égaux à la constante 


(m — m,)(In, — ln) 
({—{l)(mn,—min) 


que nous appellerons paramètre du complexe. 
A tout point M de l’espace, non situé sur l’une des droites u, vs, €, 
correspond une droite w et une seule ; il y a seulement exception pour 
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les points D et E; les points T et T, sont, pour le premier, confondus 
et, pour le second, indéterminés. Cherchons la surface engendrée par 
M quand on impose à w, qui est par construction sur Z,, d’appartenir 
en outre à un complexe du premier ordre X,. 

Les équations des points T et T, peuvent s’écrire 


(11) ( (lark +mBp +nyv +0)a + (la +mB'p + nyv +d')b 
| + (la % + mu + ny’v + 0")e+ (107A + mp" + ny"v + 0")d=O0, 
(19) (had +m, Be +nyyv +0)at(do'? +, Bp +ryy'v +0')b° 

| + (da + m,B' p+ nyy’v +0" )e+ (4072+ m,BPp+ nyy"v+0")d=0. 


Le lieu de M a alors une équation de la forme 


lok +mBp +nyv +0 lad +mB'p +nyv +6 


(13) “NL . | «1 
Lok+m,Bptnyy+d La + mB'u+myv+ûù 


dé 





Cette équation représente une surface du troisième ordre S,, passant 
par les droites &, vs. € et par les points D et E. On peut d’ailleurs 
faire passer cette surface par cing autres points quelconques 1, 2, 3, 
4, 5; il suffit pour cela de prendre comme complexe 2, celui qui est 
déterminé par les cinq droites w,, w,, ..., 53 donc, pour que les trois 
droiles 4, Ws, © et les huit points D, E, 1, 2, ..., 6 appartiennent à une 
méme surface du troisième ordre, il faut que les six droites w,, w,,..., We 
appartiennent a un même complexe du premier ordre. 

Cette condition est d’ailleurs suffisante; en effet, les six droites pré- 
cédentes doivent être situées sur la congruence du second ordre (2,,2,); 
mais, comme elles sont par construction sur %,, il suffit de leur im- 
poser d'appartenir à &,. | 


7. Cherchons maintenant si les résultats obtenus peuvent avoir, 
pour les surfaces du troisième ordre, des conséqueuces pratiques ana- 
logues à celles du théorème de Pascal pour les coniques. 

Quand M décrit une droite quelconque (A, x) s'appuyant sur les 
deux droites .& et vb, w engendre un faisceau du premier ordre. Ce fais- 
ceau a pour pôle le point 


(14) (In—In)P+ (mn, — mn)nQ +(n—n)S =0o, 
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et pour plan celui des trois points 


Oo 
(15) LAP +mpQ +5=o, 
(16) LP + mpQ+S—=o 


On a des résultats analogues quand M décrit une droite (1, v)s’ap- 
puyant sur vb ete, ou une droite (v, À) s'appuyant sur € et .L. 

Une cubique gauche 5, ayant pour cordes 4, wb, © et passant par 
les points D et E a des équations de la forme 


(17) tk TE 


Si M décrit une pareille cubique, w engendre un faisceau du premier 
ordre, ayant pour pôle le point 


(18) (¢—l,)kP + (m—m,)K'Q 4+ (n—27,)k°R=0, 
et pour plan celui des trois points 


S—o, 
| un, KP +mi'Q +rk"R =0, 
(20) LP +mk'Q + n LR = 0. 


On obtient ainsi quatre séries de faisceaux du premier ordre; tous les 
faisceaux d’une même serie ont leurs pôles dans une même face du té- 
traedre 9, de plus leurs plans passent par le sommet opposé à cette face; 
c’est d’ailleurs là une propriété connue du complexe tétraédral, de 
laquelle il résulte un mode simple de génération de ce tétraëdre. 


La détermination du dernier point de rencontre de la surface S, avec 
l’une des droites ou des cubiques considérees est ainsi ramenee a la déter- 
mination de la droite commune à un complexe du premier ordre et à un 
faisceau du premier ordre; il en résulte pour cette surface un mode pra- 
tique de description par points. 


Il reste à trouver du mode de correspondance établi entre M et w 
une définition géométrique permettant d'obtenir simplement w con- 
naissant M, et inversement de revenir de w à M. 
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8. En tenant compte de ce que la droite w appartient au complexe Z,, 
il suffit de trois conditions pour la déterminer; cherchons à faire in- 
tervenir séparément dans l'expression de ces conditions les paramètres 
A, wet v. 

Quand M décrit un plan quelconque passant par ., w engendre une 
congruence du premier ordre C, ayant pour directrices les droites 


Q = 0, 

(21) | (a2) (dn, —hn)P+(m—n)S—0; 
| \ R=o, 

(23) 


\(24) Cmi—lim)iP +(m—n)S = 0. 


On obtiendrait facilement par permutation circulaire les directrices 
des congruences C,, C, engendrées par w quand M décrit un plan quel- 
conque passant par v ou par ©. 

On retrouve ainsi le mode de génération connu du complexe té- 
traédral par des congruences du premier ordre. Les trois congruences 
C,, C,, C, ont en commun la droite w; pour déterminer cette droite, 
il suffit, en tenant compte de ce qu’elle appartient à %,, de lui imposer 
de rencontrer une directrice de chacune de ces congruences, par 
exemple la droite (23) et les deux suivantes, qui s’en déduisent par 
permutalion circulaire 


(95 P =o, 
a! 

>) [(25) (mm, — mn)RQO+(m—m)S=o, 
\ 0=o, 


u | (238) (al; —nyOvR+(4—OS=0. 


On sait en effet déterminer simplement la droite d’un complexe té- 
traédral qui s'appuie sur trois droites menées respectivement par les 
sommets et dans les faces du tétraëdre principal. Si l’on remarque que 
les droites (23), (25), (27) passent respectivement par les points fixes 
R, P, Q, on voit que la détermination de w est ramenée à celle des 
trois points (24), (26), (28), qui sont situés sur les droites fixes PS, 
QS, RS, ct dépendent seulement, le premier de A, le deuxième de u, 
le troisième de v. 

Le point de rencontre Z du plan variable uM avec la droite fixe PS a 


(39) 
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twement par les droites fixes x, 3, +, les six droites correspondanles aux 
derniers points de la surface appartiennent à un m*me complexe du pre- 
mier ordre. 


9. On peut éviter de faire intervenir le complexe Z, dans les con- 
structions qui donnent w, et obtenir cette droite comme intersection 
de deux plans connus. Les six directrices des congruences, auxquelles 
appartient ®, passent deux à deux par les trois sommets P, Q, Rde 9 et 
déterminent ainsi trois plans qui se coupent suivant w; on peut donc 
pour déterminer cette droite prendre deux de ces plans, par exemple 
les suivants que nous designerons par V et W: 


P = 0, 
Plan V. | (33) (mm — mın)eQ+(n —n)S=o, 
(34) (nm, — n,m)vR +(m, — m)S=o; 
1 0=o, 
Plan W. | (35) (ln, —In)AP+(n,—n)S=o, 


(36) (al—nl)}vR+(l — DS =o. 


On verrait, comme plus haut, que si l'on pose 


o0=0=0'=0, 


af+ af +a" f" + a" f” =0, 
gt pig'+ se" + pig" =o, 
(37 (In, -Iın)a +(n—n)9" f" =o, 


(38) (mn,— m,n)B'+ (n,— n) 0" g”=0, 


les points (33) et (35) sont les points de rencontre des plans aM, wM 
avec les droites fixes PS, QS. 

On connait ainsi deux points de chacun des plans V et W; il reste 
4 déterminer un troisieme point de chacun d’eux. Pour le troisieme 
point du plan V, on peut prendre un point quelconque de la droite qui 
joint le point P au point (34), par exemple le point de rencontre de 
celte ligne avec le plan <M; ce point a pour équation 


( | (nm, — nm)v{v (y + SU + SR s+ yh") + JT + (m — m)ô" 7%! pP 
| — [(v(ah + ah + ahh'+ ah) + 2"|[(am,— nim)vR + (m— m)S] — 0. 
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De même, pour le troisième point du plan W, on peut prendre le point 
de rencontre du plan ©M avec la droite qui joint le point Q au point 
(36). 

Ce point a d’ailleurs pour équation 
(40) (nl — Ay ly[v(pyh yh yh yh?) +7") +(4— La" hv! P 

+ — [v(BR+ Bh! + Bh" + 57h") + 3") [ (nl, —n,l)vR+(1,—1)8]=o0. 
Si l’on pose 


(41) ah + ah + 2"h" + ah? =0, 


(42) 5h 4- B'h'+ Bh’ + B"hA"— 0, 
(43) phayh' yh’ +y"h" =0, 


les deux points (39) et (40) sont respectivement situés sur les droites 
fixes 


(44) | | S — 0, 
“ (45) [(am—nim)y + (m, — m)5” h"]P--(nm,— nim)x"R = 0, 
S —0, 


m Ta mt 7 + DS IQ— (ny — mt BR =o. 





En tenant compte des hypothèses faites, on voit que les troisièmes 
points des plans V et W sont ceux où le plan CM est rencontré par les 
droites fixes (44) et (46); d’ailleurs le point S coïncide avec D, de 
plus les points P, Q, R peuvent être pris arbitrairement, le premier 
sur la droite (.%, ©, ), le second sur la droite (wo, £,), enfin le troi- 
sieme dans le plan ©,. D’autre part, on peut disposer des paramètres J, 
l,,..., a, de manière à vérifier les relations (37) et (38) et à faire 
prendre aux deux rapports, qui determinent les directions des 
droites (44) et (46), des valeurs arbitraires; ces deux droites peuvent 
donc être menées arbitrairement par le point D, la première dans la 
face DPR, la seconde dans la face DOR du tetraedre 9. D'ailleurs, si 
l’on ne se donne pas à l'avance le point R, les deux droites (44) et(46) 
peuvent être menées arbitrairement par le point D; nous désignerons 
la première par « et la seconde par $. On obtient ainsi le théorème 
suivant : 


TuéorèME III (Propriété de trois droites non concourantes et de 
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huit points appartenant à une même surface du troisième ordre). — 
Si, désignant par 4, %, ©, D, E les trois droites et deux des points 
donnés, et par P et Q deux points pris arbitrairement sur les intersections 
respectives du plan SE avcc les plans 4E, WE, puis menant par D deux 
droites quelconques a et 3, on fait correspondre à tout point M de l'espace 
la droite w, intersection des deux plans menés respectivement par les 
points fixes P et Q, par les traces des droites fixes DQ, DP sur les plans 
WM, -.M et, par celles des droites fixes x et B sur le plan EM, les six 
droites correspondantes aux derniers points de la surface appartiennent 
a un même complexe du premier ordre. 

L’énoncé de ce dernier théorème est moins symétrique que celui du 
théorème II, mais la droite w correspondante au point M s’obtient 
immédiatement, sans que l’on soit obligé de considérer le complexe Z,, 
comme l'intersection de deux plans donnés chacun par trois points. 

Nous avons supposé jusqu'ici que les droites &, vb, © ne se ren- 
contrent pas; on peut supposer qu’elles soient concourantes deux à 
deux, mais il faut alors que leurs points de rencontre respectifs soient 
des points doubles de la surface S,. On obtient ainsi, à l’aide des 
théorèmes II et Hf, deux énoncés de la propriété de trois points 
doubles et de huit points appartenant à une même surface du troi- 
sième ordre. 

Nous allons montrer maintenant que le mode de correspondance 
étudié donne aussi une propriété de la courbe gauche du sixième 
ordre, suivant laquelle se coupent deux surfaces du troisième ordre, 
qui ont trois droites non concourantes communes. 


III. — Courbe gauche du sixième ordre. — Groupe de points et de droites 
associés suivant le module trois. — Cubique gauche. 


10. Il y a différentes espèces de courbes gauches du sixième ordre; 
nous allons étudier la courbe gauche du sixième ordre (S,,S,) com- 
mune à toutes les surfaces du troisième ordre, qui passent par trois 
droites non concourantes .L, vb, © et par six points D, E, ı, 2, 3, 4. 
Chacune des droites 4, #%, 2 rencontrant la courbe (S,, S,) en quatre 
points, nous dirons, pour simplifier le langage, qu’elles sont, pour 
cette courbe, des droites de quadruple appui. 
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Si l’on considère un septième point quelconque 5 de la courbe 
(S,,S,), toutes les surfaces du troisième ordre qui passent par les 
droites .&, vs, © et par six des points D, E, ı,...., 5 passent par le 
septième; par suite, tous les complexes du premier ordre, qui con- 
tiennent quatre des cing droites w,, ..., w,;, contiennent la cinquième. 
Cela exige que les cinq droites w,, ..., w; appartiennent à une même 
congruence du premier ordre (%,,2,). 

Cette condition est d’ailleurs suffisante; en effet, les cinq droites 
&,, ..., @, appartiennent en réalité à une même surface réglée du 
quatrième ordre (%,,&,,2,); mais, comme elles sont par construc- 
tion, en vertu du mode de correspondance, sur le complexe &,, il 
suffit de leur imposer d’appartenir à la congruence (%,,2,). De là ré- 
sulte un théorème que nous énoncerons plus loin. 

De même, si les trois droites %, vb, € et les six points D, E,1,..., 4 
sont associés suivant le module trois, toutes les surfaces du troisième 
ordre, qui passent par ces droites et par cinq de ces points, passent par 
le sixième; par suite, tous les complexes du premier ordre, qui con- 
tiennent trois des quatre droites w,, ..., @,, contiennent la quatrième. 
Cela exige que les quatre droites w,, ..., w, appartiennent à un même 
système de génératrices d’un hyperboloide. On démontrerait d'ailleurs, 
comme plus haut, que cette dernière condition est suffisante. 

Enfin on a vu (§ VIL) qu'à une cubique gauche 9,, passant par D 
et E et s'appuyant sur «4, vb, ©, correspond un faisceau du premier 
ordre, dont le pôle est dans la face s de 9, et dont le plan passe par le 
sommet S de ce tétraèdre. On obtient ainsi les trois théorèmes suivants : 


TuéorÈMEs IV, V, VI (Propriétés : 1° des trois droites de quadruple 
appui et de sept points d'une courbe gauche du sixième ordre; a° de 
trois droites et de six points associés; 3° de trois cordes el de quatre 
points d'une cubique gauche). — Sv, désignant par x, w, ©, D, E les 
trois droites et deux des points donnés, et par P et Q deux points pris ar- 
bitrairement sur les intersections respectiwes du plan < E avec les plans LE, 
WE, puis menant par D deux droites quelconques x et 3, on fait corres- 
pondre à tout point M de l’espace la droite w, intersection des deux plans 
menés respectwement par les points fixes P et Q, par les traces des droites 


fixes DQ, DP, sur les plans M, AM, et par celles des droites fixes x 
et B sur le plan = M : 
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1° Les cing droues correspondantes aux derniers points de la courbe 
gauche appartiennent a une même congruence du premier ordre ; 

2° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap- 
partiennent a un même système de génératrices d’un hyperboloide ; 

3° Les deux droites correspondantes aux derniers points de la cubique 
sont concourantes, de plus leur plan passe par le point D. 


11. On simplifie beaucoup les applications des théorèmes précé- 
dents en choisissant les points P et Q et les droites « et 3, jusqu'ici 
arbitraires, de manière que Îles droites w, et w,, qui correspondent à 
deux des points donnés, soient concourantes; voyons à quelle condi- 
tion il en sera ainsi. 

La courbe gauche du sixieme ordre (S;,S,) peut se dédoubler en 
deux cubiques gauches }, et ),, ayant toutes deux pour cordes .t, vb, 
©, passant la premiere par D, la seconde par E, et, de plus, se ren- 
contrant en deux points; dans ce cas, la surface réglée du quatrieme 
ordre (£,,&,, £,) se dédouble en deux hyperbuloides, l’un H circon- 
serit au tétraedre 9, l’autre H’ inscrit dans ce même tétraèdre; le pre- 
mier correspond à Y%,, le second a },. Cherchons ce qui caractérise, 
parmi les cubiques Ÿ., celles pour lesquelles les génératrices de H’ de- 
viennent les tangentes à une conique. 

Toute cubique Ÿ, a des équations de la forme 


( (1) »—hy +), 
| (2) = hit + y; 


Les équations des deux points T et T,, qui déterminent w, deviennent 
alors, pour un point de Ÿ,, 


(3) (UkP+mk, Q+n R)vt+(U P+m, Q+8)=0, 
(4) (Q.4P + mk, Q + 2,R)v + (47 P + m,7,Q + 8) =0. 


Pour que w reste, quel que soit v, dans un plan fixe, il faut que les 


quatre points 
lk P+mk, Q+n R=0, 


GY P+my,Q+ 5=o, 
LEkKP+m,k,Q+n,R=0, 
4yP+my,Q+ S=o0 
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soient dans un même plan; on en déduit, pour la condition cherchée, 


5 (m — m,) (Im — In) gh, 
(9) (jtm —mın) yy 


Les plans menés par la droite € et par les troisièmes traces de Ÿ, 
sur les plans x et y ont pour équation 


(6) ks —j 9=0, 
(7) khs—- ı Zoo. 


La condition (5) signifie que le rapport anharmonique des quatre 
points 5, ©, (6), (7), est constant et égal au paramètre du complexe 
tétraédral. D'ailleurs on sait que le rapport anharmonique des quatre 
plans menés par quatre points fixes d’une cubique gauche et par une 
quelconque de ses cordes est constant; par suite, une fois la cubique 
déterminée, ce rapport ne dépend que des points considérés; on peut 
donc l’appeler rapport anharmonique des quatre points de la cubique. 
Cette dénomination étant adoptée, les cubiques Ÿ,, pour lesquelles 
l'hyperboloïde H’ se réduit aux langentes à une conique, sont celles 
qui sont coupées par les quatre plans 5, ©,, ©, y suivant un rapport 
anharmonique constant et égal au paramètre de %,; elles forment un 
complexe analogue au complexe tetra&dral de droites. Pour que les 
droites &,, w, soient concourantes, il suffit de prendre le paramètre 
de Z, égal au rapport anharmonique des quatre plans z, &,, (6), (7); 
c’est là une condition à laquelle il est toujours facile de satisfaire, 
parce que le paramètre de 2, représente aussi le rapport anharmo- 
nique de quatre plans. On peut d'ailleurs ne pas faire intervenir le 
complexe 2, dans la détermination des deux droites x et 8. 

Considérons les deux plans V, et W,, dont l'intersection est la 
droite w, correspondante au point 1; chacun de ces plans est déter- 
mine par trois points. Par exemple, V, est donné par le point fixe P, par 
la trace de la droite fixe DQ sur le plan (w, 1) et par celle de la droite 
fixe a sur le plan e,. Sur ces trois points, un seul, le dernier, dépend 
de la droite «, les deux autres peuvent être déterminés avant qu’on ait 
choisi cette ligne : il suffit que l’on se soit donné les points Pet Q. Il 
en est de même pour le plan W, et pour les plans V,, W, qui déter- 
minent w,. 
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Imaginons maintenant que l’on se donne arbitrairement le point de 
rencontre e des droites w,, ,; les quatre plans V,, V,. W,, W, devant 
passer par €, on connaît trois points de chacun d’eux; on peut donc 
les considérer comme des plans connus. On a alors, pour déterminer 
les droites « et ß la construction suivante : La droite a est celle qui, 
mence par le point D, s'appuie sur les intersections respectives des plans 
(2,1), (2,2) avec les plans V,, V.; de méme la droite B est celle qui, 
menee par le point D, s'appuie sur les intersections respectives des plans 
(2,1), (2, 2) avec les plans W,, W,. 

En choisissant, comme nous venons de le dire, les droites « et 8, les 
droites w,, w, se coupent au point € et déterminent un plan que nous 
appellerons +. 

On connaît trois sommets du tetraedre 9: ce sont les points D, P, Q; 
le quatrième sommet R de ce tétraedre est le point de rencontre des 
droites que joignent respectivement les points P et Q aux traces des 
droites « et 8 sur le plan eE. Pour le complexe &,, il est determine par 
son tétraedre principal 0 et par l’une ou l’autre des droites w,, w,. 


12. Voyons maintenant comment se modifient, avec le choix indiqué 
des droites « et 8, les conclusions du théorème précédent. 

Pour la surface du troisième ordre, le complexe 2, est donné par 
un plan + et son pôle e, et par trois droites w,, w,, w,; il est alors tres 
facile de déterminer relativement à ce complexe le pôle d'un plan 
donné ou, inversement, le plan qui a pour pôle un point donné. 


Remarque. — Dans le cas particulier où les quatre points E, 1, 2, 3 
sont sur une cubique gauche admettant 4, vs, 2 pour cordes, l'énoncé 
du théorème III se simplifie; on a la nouvelle conclusion suivante : 


Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la 
surface sur le plan + sont en ligne droite. 


Pour la courbe gauche (S,,S,), la congruence correspondante (£,,2") 
a pour directrices la droite qui joint la trace des droites w,, w, sur 
le plan x et la droite suivant laquelle se coupe le plan mené par les 
mêmes droites w,, w, et par le point e. On a alors, pour le théorème IV, 
la nouvelle conclusion suivante : 


Les traces des droites correspondantes aux derniers points de la courbe 
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sur le plan = sont en ligne droite; de plus, les trois plans menés par ces 
mêmes droites et par le point € se coupent suivant une droite. 


Pour le groupe de points associés, |’hyperboloide w,, w,, w, se dé- 
double en deux faisceaux plans: le premier a pour pôle ¢ et pour plan, 
le second a pour pôle la trace de w, sur = et pour plan celui qui est 
determine par la droite w, et par le point e. On a alors, pour le théo- 
rème V, la nouvelle conclusion suivante : 


Les deux droites correspondantes aux derniers points associés sont aussi 
concourantes; leur point de rencontre est situé dans le plan x; de plus, 
leur plan passe par le point e. 


On peut supposer que les droites -%, ws, © soient concourantes, 
pourvu que l’on admette en même temps que leurs points de rencontre 
respectifs soient des points doubles de la courbe du sixième ordre. On 
obtient alors, à l’aide du théorème IV, une propriété de trois points 
doubles et de sept points d’une courbe gauche du sixième ordre. On 
obtient de même une relation entre trois points doubles et six points 
associés suivant le module trois; de même, enfin, une relation entre 
sept points d’une cubique gauche. 


IV. — Propositions corrélatives. 


13. Toutes les surfaces de la troisième classe, qui passent par trois 
droites non concourantes .t, vb, € et sont tangentes à six plans sont 
inscrites dans une même développable de la sixième classe. Par cha- 
cune des trois droites „u, vb, ©, on peut mener quatre plans tangents à 
celte dévcloppable; nous dirons, pour simplifier le langage, que ces 
droites sont, pour la développable considérée, des arétes de quadruple 
tangence. En appliquant aux résultats obtenus plus haut la méthode de 
transformation par polaires réciproques, on obtient les théorèmes su)- 
vants : 


TuéorÈèmes VII, VII, IX, X (Propriétés : 1° de huit plans tangents à 
une surface de la troisième classe et de trois droites non concourantes 
de cette surface; 2° de sept plans tangents à une développable de la 
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sixième classe et des arêtes de quadruple tangence de cette surface; 
3° de trois droites et de six plans associés; 4° de quatre plans tan- 
gents à une développable cubique et de trois arêtes de double tangence 
de cette surface). — Su, désignant par %, %, €, D, E les trois droutes et 
deux des plans donnes, et par P et Q deux plans menés arbitrairement par 
les droites qui joignent le point (2,E) aux points (%,E), (w,E); puis, 
traçant dans le plan D deux droites quelconques a et 3, on fait corres- 
pondre à tout plan M de l’espace la droite w, qui joint les deux points de 
rencontre des plans fixes P et Q avec les droites, suivant lesquelles les plans 
menés par les points (ws, M), (-L, M) ei par les droites fixes (D, Q), (D, P) 
coupent respectivement les plans menés par le point (©, M) et par les droites 
weiß: 

1° Les six droites correspondantes aux derniers plans tangents a la sur- 
face appartiennent à une même complexe du premier ordre. 

2° Les cinq droites correspondantes aux derniers plans tangents à la 
développable appartiennent a une même congruence du premier ordre. 

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers plans associés ap- 
partiennent à un méme systeme de generatrices d’un hyperboloide. 

4° Les deux droites correspondantes aux derniers plans tangents à la 
developpable cubique sont concourantes; de plus, leur point de rencontre 
est situé dans le plan D. 


On pourrait d’ailleurs déterminer, comme plus haut, les droites « 
et 8, de manière que les droites correspondantes à deux des plans donnés 
soient concourantes, el énoncer les nouvelles conclusions qui résultent 
de ce choix pour les deux théorèmes relatifs à la développable de la 
sixième classe et au groupe de plans associés; il suffit pour cela de 
transformer par la méthode des polaires réciproques, ce qui a été dit 
aux n%1{1 et 12. 

Nous allons maintenant étudier les conséquences pratiques des théo- 
rèmes obtenus. 
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CHAPITRE IT. 


APPLICATIONS : DESCRIPTIONS PAR POINTS DE LA SURFACE DU TROISIÈME ORDRE 
ET DE LA COURBE GAUCIIE DU SIXIÈME ORDRE. PROBLÈMES DIVERS. 


14. Nous allons montrer que les théorèmes obtenus dans le Chapitre 
précédent permettent de ramener un grand nombre de problèmes du 
premier et du second degré sur les surfaces du troisième ordre, et quel- 
ques-unes de leurs courbes d'intersection, à des constructions que 
l’on sait exécuter sur des systèmes de droites. La résolution d'un pro- 
blème sur les surfaces du troisième ordre comprendra alors trois par- 
ties : 1° on effectuera, une fois pour toutes, certaines constructions 
préliminaires pour transformer le problème proposé en un problème 
sur des systèmes de droites; 2° on résoudra ce dernier problème; 3° on 
repassera du résultat obtenu pour le problème auxiliaire à la solution 
du problème proposé. Nous allons indiquer rapidement les solutions 
de plusieurs de ces problèmes auxiliaires. 


PROBLÈME I. — Trouver la droite w correspondante à un point donné M. 


L’énoncé du théorème III montre que la droite w est l'intersection 
de deux plans donnés chacun par trois points. 


PROBLÈME II. — Revenir de la droite w au point M. 


Les plans menés par w et par les points fixes Q et P coupent respec- 
tivement les droites fixes DP, DQ en deux points qui appartiennent le 
premier au plan & M, le second au plan wM; ces deux plans sont ainsi 
déterminés chacun par une droite etun point. De même les plans menés 
par w et par les points fixes Q et P rencontrent les droites fixes « et ß 
en deux points qui appartiennent au plan EM; un seul de ces points 
suffit pour déterminer ce plan. Le point M est alors le point de ren- 
contre de trois plans donnés chacun par une droite et un point. 

Remarquons que le plus souvent on donne dans l'énoncé du pro- 
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PROBLÈME IV. — Determination des elements du complexe X,. 


Ce complexe est donné par un plan et son pôle e et par les trois 
droites w,, w,, w,; on obtient alors facilement les directrices d’autant 
de congruences du premier ordre que l’on veut de ce complexe; il en 
résulte une détermination immédiate du pôle d'un plan donné, et in- 
versement du plan qui a pour pôle un point donné. Nous désignerons 
par d,, Py, 91, 7, les plans qui ont pour pôles, relativement à &,, les 
sommets D, P, Q, R du tétraedre 9, et de même par D,, P,, Q,, R, les 
poles des faces d, p, g, r de 9 relativement au même complexe. 


PROBLÈME V. — Determination des elements de la congruence lelraedrale. 


Les deux droites de la congruence tétraédrale (%,, Z,), qui passent 
par un point donné, sont les intersections du cône relatif à 2, avec le 
plan relatif à &,. Dans le cas particulier où le point donné est situé 
dans l’une des faces de 9, l’une des droites s’oblient en joignant le 
point donné au pôle de cette face relativement à 0; l’autre est l’inter- 
section des plans des deux faisceaux relatifs, l'un à &,, l’autre à X.. 
D'ailleurs la congruence tétraédrale comprend les quatre faisceaux du 
premier ordre qui ont pour pôles les sommets D, P, Q, R de 9 et pour 
plans les plans d,, p,, 9,,7,; elle comprend de même les quatre fai- 
sceaux qui ont pour plans les faces d, p, g, r de 9 et pour pôles les 
points D,, P,, Q,, Ry. 


PROBLÈME VI. — Determination de la surface tétraédrale (%,, 2,,, ). 


La congruence du premier ordre est déterminée par le plan + et son 
pole e et par les droites w,, ,; on a alors immédiatement ses direc- 
trices : l'une est la droite qui joint les traces des droites w,, w, sur le 
plan x, l’autre est la droite d’intersection des plans menés par le point 
e et ces mêmes droites w,, w,. Si maintenant on considère le cône de 
Z, qui a pour sommet un point pris arbitrairement sur l'une des 
directrices, que nous venons d’obtenir, les deux droites de ce cone qui 
s'appuient sur l’autre directrice sont deux génératrices de la surface 
tétraédrale. Cette surface est à la fois circonscrite au tétraedre 0 et in- 
scrite dans ce même tetraedre. Les génératrices de la surface tétraédrale 
qui passent par les sommets D, P, Q, R sont les intersections respec- 


, U 


tives des plans d,,p,, q,,r,, relatifs à £,, avec les plans d., p,,q', r., 
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relatifs à &,; de même les génératrices de cette surface, qui sont situées 
dans les faces d, p, g, r de 9, s’obtiennent en joignant respectivement 
les pôles D,, P,, Q,,R,, relatifs à Z,, aux pôles D’, P,, Q\, R:, relatifs 
adi. 


Surface du troisième ordre donnée par trois droites non concourantes .%, vb, © 
et par sept points D, E, 1, 2, 3, 4, 5. 


15. PROBLÈME I. — Trouver le dernier point de rencontre de la sur- 
‚face avec une droite quelconque, qui s'appuie sur deux des droites données. 


On est ramené à trouver sur un complexe du premier ordre &,, 
donné par un plan x et son pôle e et par trois droites w,, w,, Ws, la 
droite qui se trouve dans un plan et passe par un point. D’ailleurs, si 
la droite donnée L s'appuie, par exemple, sur wet €, le plan qui con- 
tient w est le plan W; pour le point par lequel passe w, il est l’inter- 
section de ce méme plan W avec la droite qui joint le point fixe Q a la 
trace de la droite fixe 6 sur le plan ©L. Quand on a déterminé w, on re- 
vient de cette droite a M; d’ailleurs la construction a effectuer pour 
cela est tres simple, parce que ce point est sur la droite L. Effectivement 
le point M est Ja trace de la droite L sur le plan mené par la droite 
et par le point de rencontre de la droite fixe DQ avec le plan wP. Il 
résulte de la, pour la surface du troisieme ordre, un mode de descrip- 
tion par points, qui exige seulement l'emploi de la règle. 

La construction précédente peut être beaucoup simplifiée si, tenant 
compte de ce que le plan variable W passe toujours par le point fixe 
Q, on détermine une fois pour toutes le plan g, qui a pour pôle le 
point Q relativement au complexe Z.. 


Probie II. — Trouver le dernier point de rencontre de la surface avec 
une cubique gauche quelconque, ayant pour cordes les trois droites don- 
nées el passant par deux des points donnes. 


La cubique considérée 9 est déterminée par ses trois cordes 4, vb, €, 
par les deux points D et E, et par un point M’ donné arbitrairement 
dans l’espace. Si l’on désigne par w’ la droite correspondante à M’, on 
voit qu'aux points de & correspondent les droites d’un faisceau du 
premier ordre, qui a pour pôle le point (’, d) et pour plan le plan 
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(w’, D). Le problème proposé est ainsi ramené au suivant : Trouver la 
droite w de X,, qui est située dans le plan (w’, D) et passe par le point 
(w’, d) de ce plan. 

On peut faire ici les mêmes remarques que pour le problème pre- 
cédent. 


CAS PARTICULIER. — Determiner la cubique 9 de manière qu'elle soit 
tangente en D à la surface. 


Il suffit, pour cela, que le plan du faisceau correspondant à 9 coupe 
le plan d suivant une droite appartenant à Z,; on peut donc prendre 
pour plan du faisceau considéré l’un quelconque des plans menés par 
la droite DD,. D'ailleurs, une fois le plan du faisceau choisi, on déter- 
mine facilement son pôle, en tenant compte de ce que ce faisceau 
appartient au complexe 2%,. 


PROBLÈME Ill. — Determiner la conique suivant laquelle la surface est 
coupée par un plan quelconque passant par l’une des trois droites données. 


Soit (14) le plan donné, mené arbitrairement par C; aux différents 
points de ce plan correspondent les droites d’une congruence du pre- 
mier ordre, qui a pour directrices les droites menées respectivement 
par les points fixes P et Q et par les traces des droites fixes « et ß sur 
le plan donné (x). Aux points de la conique cherchée correspondent . 
les génératrices de l’hyperboloïde commun au complexe &, et à la 
congruence dont nous venons de parler. 

En particulier, si le plan u est le plan CD, l'hyperboloide corres- 
pondant se réduit au faisceau du premier ordre qui a pour plan ret 
pour pôle R,. De même, si (4) est le plan CE, l’hyperboloide corres- 
pondant se réduit au faisceau du premier ordre qui a pour pôleR et 
pour plan r,. | 


PROBLÈME IV. — Plan tangent en un point quelconque de la surface. 


On détermine deux coniques passant par ce point; les. tangentes en 
ce point aux deux coniques donnent le plan tangent cherché. 


PROBLÈME V. — Déterminer la quartique gauche unicursale, intersection 
de la surface avec un hyperboloide quelconque passant par deux des 
droites et deux des points donnés. 
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Soit H un hyperboloide quelconque passant par 4, vw, D, E; son 
équation est de la forme 
À 

(1) 7 


— À, 
RTK 


Si l’on se reporte aux équations (9) et (10), n° 5, on voit que la 
droite w, correspondante à un point M qui se déplace sur H, engendre 
une congruence du premier ordre, dont les directrices sont les droites 
menées respectivement par les points fixes R et D et par les points 


(2) (—L)kP+(m— m,)KQ=o, 
(3) (In, — In)kP-+(mn, — m,n)k'Q=0. 


D'autre part, l’hyperboloide H est déterminé par un point M’; si 
l’on appelle w’ la droite correspondante à M’, la congruence relative 
à H a pour directrices les droites qui joignent respectivement les points 
fixes R et D aux traces de w’ sur les faces d et r de 0. Aux points de la 
quartique cherchée correspondent les génératrices de l’hyperboloïde 
commun à la congruence précédente et au complexe %,. 


Remarque. — Le problème que nous venons de résoudre est un cas 
particulier de l'intersection de la surface S, avec une surface réglée 
passant par deux des droites 4, vb, ©, et dont on sait déterminer les 
génératrices. 


16. Parmi les problèmes du second degré, nous citerons les sui- 
vants : 


PROBLÈME VI. — Trouver les deux derniers points de rencontre de la 
surface avec une cubique gauche quelconque, ayant pour cordes les 
droites donnees et passant par l’un des points données. 


Soit 9 la cubique donnée: elle est déterminée par les cordes .t., vs, €, 
par le point E de la surface et par deux points M’ et M”, donnes arbi- 
trairement dans l’espace ; on sait qu’aux points d’une pareille cubique 
correspondent les génératrices d’un hyperboloide inscrit dans le té- 
traèdre 0 et déterminé par les deux droites w’ et w”. Les deux droites 
& correspondantes aux deux points M cherchés sont donc les deux 
droites communes au complexe Z, et à l’hyperboloide précédent. 
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Cas PARTICULIER. — Intersection de la surfacc avec une droite quel- 
conque menee par l'un des points donnes. 


On opère comme dans le cas de la cubique. 


“ 


Remarque. — La construction précédente permet d’obtenir par 
points l’intersection de S, avec un cône ayant pour sommet l'un des 
points donnés, et dont on sait déterminer les generatrices. Il en est de 
même pour l'intersection de S, avec une surface quelconque engendrée 
par des cubiques, qui admettent pour cordes les droites 4, vb, € et 
passent par l’un des points donnés, pourvu que l’on sache déterminer 
ces cubiques. 

Nous citerons, en particulier, l'intersection de la surface S, avec un 
plan quelconque mené par l’un des points donnés. 


PROBLÈME VII. — Determiner les deux droites de la surface, qui s’ap- 
puent sur deux des droites données. 


Soit L la droite cherchée, qui s'appuie sur 4 et £ ; le faisceau F 
correspondant à L doit appartenir à la fois à 2, et à Z, ; désignons par 
X et x le pôle et le plan de ce faisceau. Le faisceau F appartenant à &, 
et à %,, son pôle X est situé dans le plan p,, et inversement son plan 
passe par le point P,; il en résulte que le point X est sur la droite 
(p, pı) et que le plan x passe par la droite P, P,. Tout revient donc a 
trouver un faisceau F de &,, dont le pôle soit sur la droite (p, p,) et 
dont le plan passe par la droite PP,. 

Lorsque le sommet X du faisceau F de Z, décrit la droite (p, p, )» 
son plan enveloppe un cône du second ordre, et la trace de ce plan sur 
le plan p enveloppe une conique Ÿ tangente à la droite (p,p,) et 
aux trois arêtes de 0 situées dans la face p; on a d'ailleurs immé- 
diatement une cinquième tangente à cetle conique en considérant 
une posilion quelconque du faisceau F. Si maintenant on mène à la 
conique } deux tangentes par le point P,, les faisceaux cherchés 
ont pour pöles les points de rencontre de la droite (p, p,) avec ces 
deux tangentes, et pour plans ceux qui sont déterminés par ces 
mêmes tangentes et par le point P. On passe d’ailleurs facilement 
des faisceaux obtenus F et F’ aux deux droites L et L’ cherchées. 
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Prostime VIII. — Tracer sur la surface les deux cubiques gauches qui 
admettent pour cordes les trois droites données et passent par deux des 
points donnés D et E. 


A la cubique cherchée correspond un faisceau F, dont le pôle est 
situé dans le plan d, et dont le plan passe par le point D ; d'ailleurs ce 
faisceau F doit appartenir à la fois à 2, et à Z,; par suite, pour ré- 
soudre le problème proposé, il suffit d'exécuter relativement au plan 
d et au point D les constructions indiquées, dans le problème précé- 
dent, relativement au plan p et au point P. 


II. — Courbe gauche du sixième ordre commune à toutes les surfaces 
du troisième ordre, qui passent par trois droites non concourantes 
et par six points donnés. 


17. Pnogcème IX. — Trouver les deux dernières traces de la courbe sur 
un plan quelconque mené par l'une des droites données. 


Soient 2, w, €, D, E, 1, 2, 3, 4 les droites et les points qui deter- 
minent la courbe &. On construit une fois pour toutes (n° 12) la 
droite £ qui joint les traces des droites w,, w, sur le plan r, et la 
droite 7 suivant laquelle se coupent les plans menés par ces mêmes 
droites et par le pointe; les droites £ et 7 ainsi obtenues sont les di- 
rectrices de la congruence du premier ordre correspondante à 9. 

Si maintenant on désigne par (v) le plan sécant donné, et supposé 
mené arbitrairement par ©, on voit, d'après l'énoncé du théorème IV, 
qu'aux points de ce plan (v) correspond une congruence du premier 
ordre, qui a pour directrices les droites g et À menées respectivement 
par les points fixes P et Q et par les traces des droites fixes # et ß sur 
le plan v. On est alors ramené à trouver les deux droites w et w° qui 
s'appuient sur les quatre droites &, n, g et h; les points cherchés sont 
ceux qui correspondent aux deux droites w et w’. 

On remarque que, sur les quatre droites &, n, g et A, les deux pre- 
mières sont fixes, et que les deux autres passent chacune par un point 
fixe et sont situées chacune dans un plan fixe; c'est ce qui permet 
d'obtenir facilement par points l’&pure de la courbe 9. 
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PROBLÈME X. — Trouver les deux dernieres traces de la courbe sur un 
hyperboloide quelconque mené par deux des droites et par deux des points 
donnes. 


Nous avons vu au problème V qu’à un hyperboloïde quelconque H 
passant par .t, vb, D, E correspond une congruence du premier ordre 
dont on obtient facilement les directrices. Une fois ces directrices 
déterminées, le problème proposé se résout comme le précédent. 

Les deux problèmes que nous venons de résoudre donnent, pour la 
courbe gauche du sixième ordre considérée, un mode de description 
par points, qui exige seulement l'emploi de la règle et du compas. 

On obtiendrait de même par points l'intersection de deux surfaces 
du troisième ordre ayant trois droites non concourantes communes et 
déterminées chacune par sept points. 


PROBLÈME XI. — Étant donnée une courbe gauche du sixième ordre par 
ses trois droites de quadruple appui et par six points, on demande de 
mener par un point de l'espace et par l’un des points donnés une cubique 
gauche qui s'appuie en deux points sur la courbe donnée et admette 
comme cordes les trois droites données. 


Le problème proposé admet deux solutions. Si l’on considère la 
surface du troisième ordre S, déterminée par les trois droites et les 
sept points donnés, on est ramené à tracer sur cette surface les deux 
cubiques gauches, qui passent par les deux points indiqués et ad- 
mettent comme cordes les trois droites données (Problème VIII). Il est 
d’ailleurs facile de déterminer les deux points où chacune des cu- 
biques s'appuie sur la courbe du sixième ordre. 


III. — Problèmes divers. 


18. PROBLÈME Xll. — Determination du dernier point associé à trois 
droites et à cing points donnes. 


En conservant les notations adoptées pour les problèmes précédents 
et en désignant par w la droite correspondante au point cherché M, 
on voit que w est dans le plan ew, et passe par la trace de cette même 
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droite w, sur le plan x. Les droites de X,, qui sont situées dans le 
plan ew,, enveloppent une conique tangente à w, et aux quatre traces 
de ce plan sur les faces de 0; la droite w, correspondante au point 
cherché, est la sixième tangente, que l’on peut mener à la conique 
considérée par le point (x, w,) pris sur l’une des cing tangentes qui la 
déterminent. On voit que la solution du problème proposé exige seu- 
lement l'emploi de la règle. \ 


PROBLÈME XIII. — Trouver les deux derniers points communs a trois 
surfaces du troisième ordre qui passent par trois droites non concourantes 
el par quatre points donnes, et sont déterminées chacune par trois autres 
points donnes. 


Si l’on désigne par &,, £,, 2, les trois complexes du premier ordre 
qui correspondent aux trois surfaces données, on voit que ces trois 
complexes ont en commun un faisceau du premier ordre et sont déter- 
minés chacun par trois droites. Lhyperboloide commun aux com- 
plexes considérés se dédouble alors en deux faisceaux du premier 
ordre : l’un de ces faisceaux a pour pôle le point € et pour plan le 
plan + ; il est alors facile de déterminer le pôle et le plan du second de 
ces faisceaux. On est alors ramené à chercher les deux droites de &,, 
qui sont dans un plan connu et passent par un point donné de ce 
plan. 


19. On sait résoudre la plupart des problèmes sur les cubiques 
gauches ; aussi nous étudierons seulement sur ces courbes le problème 
suivant : 


Pnoscème XIV. — Étant donnée une cubique gauche par trois cordes 
non concourantes el trois points, on demande de mener par deux nou- 
veaux points donnés une cubique gauche s'appuyant en. deux points 
sur la première, et admettant pour cordes les trois droites donnees. 


Désignons par 4, wv, €, E, 1, 2 les droites et les points qui déter- 
minent la cubique donnée 9 et par D et 3 les deux points par lesquels 
doit être menée la cubique cherchée 4. A la cubique 9 correspondent 
les droites de Z, situées dans le plan x et enveloppant une conique. 
De même, à la cubique cherchee Ÿ correspondent les droites de Z, qui 
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passent par la trace de w, sur le plan x. On sait que ces droites for- 
ment un cône et l’on a cinq génératrices de ce cône. 

Les deux droites, suivant lesquelles le cône considéré est coupé par 
le plan +, sont les droites correspondantes aux deux points où la cu- 
bique cherchée s’appuie sur la cubique donnée. 


20. Nous allons maintenant étudier quelques cas particuliers des 
problèmes précédents. 

Quand le point E est un point double, la surface est déterminée par 
le point D et deux autres points. Nous verrons plus loin que la surface 
du troisième degré à point double se compose de cubiques gauches 
comme le plan se compose de droites. Dans ce cas, voici comment se 
modifie la conclusion du théorème Ill: Les traces des trois droites cor- 
respondantes aux derniers points de la surface sur le plan <E sont en ligne 
droite. 


Courbe gauche du sixième degré unicursale. — Si l’on considère la 
courbe suivant laquelle la surface S, est coupée par une surface du 
troisième ordre à point double, on voit que cette courbe, admettant 
aussi un point double, est unicursale. La construction donnée plus haut 
pour la courbe gauche du sixième ordre sesimplifie et exige seulement 
l'emploi de la règle. 


Courbe gauche unicursale du cinquième ordre. — Lorsque l’un des 
points qui déterminent la courbe gauche du sixième ordre (S,, S,) se 
trouve sur l’une des droites menées par D et s’appuyant sur l’une des 
trois droites 4, wb, ©, cette courbe se dédouble en une droite et une 
courbe gauche unicursale du cinquième ordre. La construction donnée 
pour le cas général s’applique encore, mais elle se simplifie beaucoup 
et exige seulement l'emploi de la règle. 

On aurait aussi des cas particuliers des problèmes étudiés en syppo- 
sant que les droites .&, w#, € sont concouranles et en admettant que 
leurs points de rencontre sont des points doubles des surfaces considé- 
rées. Les problèmes particuliers correspondants se résolvent comme 
dans le cas général. 
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IV. — Tracé des courbes sur la surface du troisiéme ordre. — Représentation 
de cette surface sur un plan. 


21. On sait que l'on peut faire correspondre analytiquement à un 
point d’une surface du troisième ordre un point d’un plan('); nousallons 
indiquer comment cette représentation de la surface du troisième ordre 
sur un plan peut être obtenue géométriquement. Considérons un point 
quelconque N de l’espace, par ce point passent deux droites wet » de 
la congruence tétraédrale; d’ailleurs ces deux droites s’obtiennent fa- 
cilement comme intersections du cône relatif à 3, avec le plan relatif 
à X,. A ces deux droites w, w’ correspondent deux points M et M’ de 
§,. Si maintenant on imagine que le point N décrit une courbe quel- 
conque 9 de l’espace, les points M et M’ engendrent une courbe Y tracée 
sur S,. À toute courbe 9 que l'on sait décrire dans le plan ou dans 
l’espace correspond une courbe 4 que l’on sait tracer sur une surface 
du troisième ordre. Si les points de + s'obtiennent un par un, ceux de 
Ÿ s’obtiennent par groupes de deux. Dans le cas particulier où N est 
dans l’une des faces de 0, par ce point passe seulement une génératrice 
w de la congruence tétraédrale, et par suite à chaque point N de cette 
face correspond un seul point M de S,. Si la courbe décrite par N dans 
la face considérée de 9 est unicursale, la courbe correspondante tracée 
par M sur S, est aussi unicursale. Nous allons étudier quelques-unes 
des transformées planes des courbes tracées sur S,. 

Si l’on désigne par A, », v les coordonnées d'un point M pris sur S, 
et par N le point qui lui correspond sur la face PQR de 0, on voit que 
ce point N a pour équation 
(1) UP + (m—m)nQ + (n= m)vR=o. 


Si ce point décrit une droite, le point M trace sur S, une courbe 
gauche unicursale du sixième ordre, qui admet pour point double le 
point E et qui passe par le point D; d'ailleurs, de même que la droite 
décrite par N est déterminée par deux points, la courbe décrite par M 


Vest aussi par deux points, en tenant compte des conditions auxquelles 
elle est tout d'abord assujettie. 











(1) Cremona, Mémoire cité. 
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De là résulte un moyen de transporter aux courbes tracees sur les 
surfaces du troisième ordre certaines propriétés descriptives des courbes 
planes. Si, par exemple, on désigne par 4, les courbes gauches unicur- 
sales du sixième ordre dont nous venons de parler et par 4, la courbe 
décrite par M sur S, quand N engendre une conique dans Ie plan PQR; 
on a entre six points d’une courbe ¥, la relation suivante : Si l'on con- 
sidère l'hexagone curviligne ayant pour sommets les points de %,, et 
formé par des courbes Ÿ,, les côtés opposés de cet hexagone se rencontrent 
respectivement en trois points qui appartiennent a une même courbe %,. 

De même le point N du plan PQS, qui correspond au point M de S,, 
a pour équation 


(2) (In, — dj n)AP + (mn, —mn)!QO+(n —n)5S=o. 


Si ce point N décrit une droite, le point M trace sur S, une quartique 
gauche unicursale. On aurait des résultats analogues en faisant corres- 
pondre à un point M de S, un point N situé dans l’une ou l'autre des 
deux dernières faces du letraedre 9. 


Remarque. -— Si l’on n’impose pas au point M d’appartenir à la surface 
S,, à tout point N correspond une cubique gauche décrite par M. Dès lors 
à toute courbe ¢ que l’on sait décrire dans le plan ou dans l’espace 
correspond une surface S que l'on sait construire par points. Ce qui 
caractérise les surfaces S ainsi obtenues, c'est qu’elles sont engendrées 
par des cubiques gauches appartenant à un complexe tétraédral. 





CHAPITRE IL. 


PROPRIÉTÉS DE DIX POINTS D’UNE SURFACE DU SECOND ORDRE, DE NEUF POINTS 
D'UNE QUARTIQUE GAUCHE, DE HUIT POINTS ASSOCIÉS. — PROPRIETES 
CORRÉLATIVES. — APPLICATIONS. 


22. Nous avons vu que, si les droites 4, W, 2 sont dans un même 
plan, la surface du troisième ordre S, donnée par l'équation (13) 
(n°6) admet pour points doubles les points de rencontre A, B, C de 
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ces trois droites. Si l’on suppose en outre que le point E soit dans le 
plan ABC, la surface considérée S, se dédouble en ce plan et en une 
surface du second ordre S, ; par suite les théorèmes obtenus pour les 
surfaces du troisième ordre comprennent, comme cas particuliers, des 
propriétés que l’on peut immédiatement énoncer pour celles du second 
ordre. Nous allons reprendre rapidement ce qui a été dit dans les Cha- 
pitres précédents, afin de montrer les simplifications que l'on peut ap- 
porter, dans le cas des surfaces du second ordre, aux théorèmes obtenus 
pour celles du troisième. 

Les plans .1,, thy, So (fig. 3) coincident avec le plan ABC, que l'on 


Fig. 3. 





- 
- 
C = 


peut prendre pour la face «=o du tétraedre de référence. Les plans 
qui donnent le point M sont alors 


(1) x +ruU=0, 
(2) y+puzo, 
(3) s+vu=o. 


Pour la droite w correspondante à M, elle est encore donnée par les 
deux points 


(4) Fa PP +mpQ + aR +S—o, 
(5) T,:=4,P+m,gQO+nvR+S=o. 


Les droites s'appuyant sur deux des droites fixes.%, w, 2 deviennent 
des droites menées par l’un des points A, B, C. Pour les cubiques 9, 
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données par les équations (17) (n° 7), elles se réduisent à des droites 
menées par D. Quand le point M décrit une droite menée arbitraire- 
ment par l’un des quatre points A, B,C, D, la droite correspondante w 
engendre un faisceau du premier ordre. 

De même, quand M décrit un plan passant par deux des points À, B, 
C, D, w engendre une congruence du premier ordre dont les directrices 
sont données par des équations identiques à celles obtenues au n°8. 
On obtient ainsi, pour la propriété de dix points d'une surface du se- 
cond ordre, un énoncé analogue à celui du théoreme II. 

Voici maintenant comment on peut simplifier cet énoncé et fui 
donner une forme symétrique. 

Si l’on suppose que les points P, Q,R, S coincident avec les points 
A, B, C, D les équations (4) et (5) deviennent 


(6) T = {la + mpb + nvc +d=o. 
(7) T= ha + miub + nivc + d—o. 


Pour déterminer la droite w, il suffit, en tenant compte de ce qu’elle 
appartient au complexe &,, de lui imposer de rencontrer les trois droites 
qui joignent respectivement les points A, B, C aux points 


(8) (mn,— mnjub+(n,;, — n\d = 0, 
(9) (nl, — nil)ve +(4, — l)d=o, 
(10) (Im, — lim)jia-+(m—m)d—=o. 


Si l’on pose 
(m<+i)n —(m +ı)n =o, 
(n +i)l —(n, +1)l =0, 
(! +1)m,—(l, +ı)m=o, 


on vérifie facilement que la premiere de ces droites est la trace du plan 
ACM sur le plan ABD et que les deux autres se déduisent de la pre- 
miere en permutant circulairement les lettres A, B, C. Nous avons ainsi 
obtenu les théorèmes suivants : 


Tutortmes XI, XIE, XIII. [Propriétés : 1° de dix points d’une sur- 
face du second ordre; 2° de neuf points d’une “quartique gauche; 
3° de huit points associés (premier énoncé)]. — Si, considérant un 
complexe tétraëdral quelconque dont le tétraëdre principal a pour som- 
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mets quatre des points donnés, on fait correspondre à tout point de l'es- 
pace la droite de ce complexe qu s'appuie sur les trois droites suivant 
lesquelles les plans menés par ce point et par les trois arêtes d’une même 
face du tetraédre principal coupent respectivement les trois autres faces de 
ce même tétraëdre : 

1° Les six droites correspondantes aux derniers points de la surface 
appartiennent a un même complexe du premier ordre ; 

2° Les cing droites correspondantes aux derniers points de la courbe 
appartiennent a une même congruence du premier ordre ; 

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap- 
partiennent a un même système de génératrices d'un hyperboloide. 


23. On remarquera qu’une fois les dix points de la surface disposés 
en deux groupes, l’un de quatre, l’autre de six points, ces points in- 
terviennent symétriquement dans l'énoncé du théorème. On peut 
d’ailleurs ne pas faire intervenir le complexe tétraédral dans les con- 
structions qui donnent w, et obtenir cette droite comme intersection 
de deux plans connus. I suffit pour cela de procéder comme on l'a fait 
au n°9. 

Si l’on pose 


Y=za="=-3)=-’"=0=0=0=0, 
(1 1) (mn, — mn)’ +-(n,— n)5”=o, 
(12) (In U nya + (m —n)ö"”=o, 


la droite w est déterminée par deux plans V ct W, donnés chacun par 
une droite et un point. 

Les droites par lesquelles passent respectivement les plans V et W 
sont les traces des plans ACM, BCM sur le plan fixe DPQ. 

De même les plans V et W passent respectivement par les points où 
le plan ABM est rencontré par les deux droites fixes 


(13) | S—o, 

(13) Kam, —nim)y + (mi—m)9"]P — (am — n,m)a’R=o, 
(15) ( S =o, 

| GG) Kr ml y+ (hh — 2 )8"]Q—(al, — ml )8"R=o. 


En tenant compte des hypotheses faites, on voit que le point S 
coincide avec D, ct que de plus les points P, Q, R peuvent étre pris ar- 
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bitrairement, le premier sur la droite AC, le second sur la droite BC, 
enfin le troisième dans le plan ABC. Le plan PQR est alors un plan 
quelconque mené par le point D: nous le;designerons par H. D'autre 
part, on peut disposer des paramètres /, /,, ..., n, de manière à vérifier 
les relations (11) et (12) et à faire prendre aux deux rapports, qui 
déterminent les directions des droites (13) et (15), des valeurs quel- 
conques, ces deux droites peuvent donc être menées arbitrairement 
par le point D, la première dans la face DPR, la seconde dans la face 
DQR du tetraedre 0. D'ailleurs, si l’on ne se donne pas à l’avance le 
point R, les deux droites (13) et (15) peuvent être menées arbitraire- 
ment par le point D; nous designerons la premiere par « et la seconde 
par 3. On obtient ainsi le théorème suivant : 


TuéorèMes XIV, XV, XVI, XVII. [Propriétés : 1° de dix points d’une 
surface du second ordre; 2° de neuf points d’une quartique gauche: 
3° de huit points associés; 4° de sept points d’une cubique gauche 
(deuxième Enonce)]. — St, menant arbitrairement par le sommet D du 
tétraëdre DABC, qui a pour sommets quatre de ces points, un plan fire H 
et deux droites fixes a et $, on fait correspondre à tout point M de l'es- 
pace la droite w intersection des deux plans menés respectivement par les 
traces des droites fixes x et 3 sur le plan ABM, et par les traces des plans 
ACM, BCM sur le plan fixe MH : | 

1° Les six droites correspondantes aux derniers points de la surface 
appartiennent à un même complexe du premier ordre ; 

2° Les cing droites correspondantes aux derniers points de la quartique 
gauche appartiennent a une même congruence du premier ordre; 

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associées ap- 
partiennent à un même système de generatrices d'un hyperboloide ; 

4° Les trois plans menés par chacun des points fixes (H — BC), 
(H — AC) et par les trois droites correspondantes aux derniers points de la 
cubique se coupent suivant une même droite. 


Les quatre faces du tétraédre 9 sont les plans ABC et H, et les deux 


plans menés respectivement par les droites a et 3 et par les traces du 
plan H sur les droites AC, BC. 


24. Voici maintenant comment on peut choisir le plan H et les 
droites « et 8, de manière que les droites w,, w,, qui correspondent 
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a deux des points donnés, soient concourantes. Il suffit pour cela que 
le paramètre du complexe tétraédral soit égal au rapport anharmo- 
nique des quatre points suivant lesquels la droite 1, 2 est rencontrée 
par les faces du tétraèdre 9. 

Si l’on applique les théorèmes XI, XII, XIII, il suffit de prendre, 
pour déterminer le complexe &,, dont on connaît déjà le tétraèdre 
principal, la droite 1, 2 elle-même. Si, au contraire, on emploie les 
théorèmes XIV, XV, XVII, on peut opérer comme il à été dit au n° 44 
dans le cas des surfaces du troisième ordre. D'ailleurs il suffit de 
prendre pour droites x et B les traces des plans ACD, BCD sur le plan 
(D, 1,2) et pour plan H un plan mené arbitrairement par la droite 
qui joint le point D à la trace de la droite ı, 2 sur le plan ABC. 

Voici maintenant comment se modifient, avec le choix indiqué des 
éléments +, 6 et H, les conclusions des théorèmes précédents. Si l’on 
désigne par e le point de rencontre des droites w,, w,, et par x le plan 
de ces deux droites, le complexe Z, qui correspond à la surface du 
second ordre est donné par un plan x et son pôle €, et par trois 
droites w,, w,, w,. Dans le cas particulier où les sept points A, B, C, 
D, 1, 2, 3 sont sur une cubique gauche, l'énoncé du théorème se sim- 
plifie ; on a la nouvelle conclusion suivante : 


Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la 
surface sur le plan % sont en ligne droite. 


Pour la quartique gauche, on a la nouvelle conclusion : 


Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la 
courbe sur le plan % sont en ligne droite; de plus, les trois plans menés 
par ces mêmes droites et par le point e se coupent suivant une méme droite. 


Pour le groupe de points associés, on a de même : 


Les deux droites correspondantes aux derniers points associées sont aussi 
éoncourantes ; leur point de rencontre est situé dans le plan x; de plus. 


leur plan passe par le point e. 
Enfin, pour la cubique gauche, la conclusion devient la suivante : 


La droite correspondante au dernier point de la cubique passe par le 
point e. 
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Le théorème XIV est la généralisation du théorème I énoncé plus 
haut, et qui exprime une propriété connue de six points d’une co- 
nique. D'ailleurs nous avons vu que le théorème I comprend comme cas 
particulier le théorème de Pascal. L’énoncé de ce dernier théorème 
doit sa simplicité à ce que les six points de la conique y interviennent 
d'une manière symétrique; on ne peut pas obtenir une symétrie aussi 
complète pour la propriété de dix points d’une surface de second 
ordre; cela tient à une différence entre les propriétés des nombres 6 
et ro. D'ailleurs, si l'on compare au point de vue pratique le théo- 
reme de Pascal au théorème I, on voit qu’il présente sur ce dernier 
tres peu d'avantages, et que la determination individuelle de chaque 
point de la conique donnée par cinq points est la même par l’un ou 
par l’autre de ces deux théorèmes. Nous croyons donc pouvoir donner 
le théorème XIV comme une généralisation du théorème de Pascal. 
Effectivement, au point de vue théorique, les conclusions : trois points 
en ligne droite, six droites sur un complexe du premier ordre sont 
comparables; au point de vue pratique, nous allons montrer que le 
théorème XIV a, pour les surfaces du second ordre, les mêmes consé- 
quences que celui de Pascal pour les coniques. 


25. Prosièue I. — Trouver sur une surface du second ordre S, donnée 
par les neuf points A, B, C, D, 1, 2, 3, 4, 5 la derniére trace d'une 
droite L menée arbitrairement par l’un des points donnes A. 


On est ramené à trouver, sur un complexe du premier ordre X, 
donné par un plan x, son pôle € et trois droites w,, w,, w;, la droite w 
qui se trouve dans un plan P et passe par un point p. Nous avons vu 
comment s’obtiennent une fois pour toutes les éléments de £,. Pour 
le plan P, il est déterminé par la droite (H — C, L) et par le point 
(x — BL), enfin le point p est celui où le plan P est rencontré par la 
droite qui joint le point fixe (H — BC) au point (3 — BL). De là ré- 
sulte pour la surface du second ordre donnée par neuf points un mode 
de description par points, qui exige seulement l'emploi de la règle. 


ProsLèue If, — Mener à une surface du second ordre donnée par neuf 
points A, B, C, D, 1, 2, 3, 4, 5 un plan tangent par l’un des points 
donnes {. 
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Si l’on associe au plan ABC un plan quelconque mené par BC, en 
effectuant la construction indiquée au problème précédent, on trouve 
une certaine position pour le troisième plan mené par AC; la droite 
de rencontre de ces deux derniers plans est une tangente à la surface 
au point C. On peut obtenir de même une deuxième Langente, et le 
plan tangent se trouve déterminé par deux droites. 

Si l’on veut le plan tangent au point D, il suffit de déterminer le 
pôle D, du plan ABC, relativement à £,; aux différentes droites du 
plan tangent cherché correspondent sur Z, les faisceaux du premier 
ordre, dont le plan passe par DD,. 


PROBLÈME III. — Determiner la conique suivant laquelle une surface du 
second ordre.donnee par neuf points est coupee par un plan mené arbı- 
trairement par deux des points donnes. | 


Au plan sécant correspondent les génératrices d’une congruence du 
preinier ordre; et aux points de la conique cherchée correspondent 
les génératrices de l’hyperboloide commun au complexe &, et à la 
congruence dont nous venons de parler. . 

Remarque. — Le problème précédent est un cas particulier de l’in- 
tersection de la surface S, avec un cône ayant pour sommet l'un des 
points donnés. Toutes les fois que l’on saura déterminer les géné- 
ratrices de ce cône, on obtiendra facilement sa trace sur la surface du 
second ordre considérée. 


PROBLÈME IV. — Trouver les traces d’une droite quelconque L sur une 
surface du second ordre donnée par neuf points À, B, C, D, 1, 2, 3, 4, 5. 


A la droite L correspond un hyperboloide considéré comme formé 
d'un seul système de génératrices, et l’on est ramené à déterminer les 
deux droites communes à cet hyperboloide et au complexe X,. 

Remarque. — Le problème précédent permet d’obtenir par points 
intersection de la surface du second ordre avec une surface réglée 
quelconque, toutes les fois que l’on sait déterminer les génératrices de 
cette dernière surface. 


PROBLÈME V. — Determiner sur une surface du second ordre donnée par 
neuf points les deux génératrices qui passent par l'un des points donnés. 
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On peut résoudre ce problème comme le problème correspondant 
pour la surface du troisième ordre (probl. VII, p. 37). 

On peut aussi déterminer l’intersection de la surface avec son plan 
langent au point donné. 


PROBLÈME VI. — Une surface du second ordre étant donnée par neuf 


points, tracer une cubique gauche sur cette surface par cing des points 
donnes. 


Ce problème a deux solutions; il se résout d’ailleurs comme le pro- 
bleme analogue pour les surfaces du troisième ordre (probl. VIII, 


p. 38). 


PROBLÈME VII. — Trouver les deux dernières traces d'une quartique 
gauche donnée par huit points A, B, C, D, 1, 2, 3, 4 sur un plan v mené 
arbitrairement par deux de ces points A et B. 


On détermine, une fois pour toutes, la droite & qui joint les traces 
des droites w, etw, sur le plan x, et la droite n intersection des plans 
menés par ces mêmes droites et par le point €. 

Quand le point M se déplace sur le plan v, la droite correspon- 
dante w se déplace en s'appuyant sur les deux droites £ et M, déter- 
minées respectivement par les points fixes (H — BC). (H — AC) et par 
les traces des droites fixes a et ß sur le plan v. 

Les deux droites w et w’, correspondantes aux traces cherchées M 
et M’, sont les deux droites qui s'appuient sur les quatre droites &, n, 
£, M. 

On remarque que, sur les quatre droites précédentes, les deux pre- 
mières sont fixes, et que les deux dernières passent chacune par un 
point fixe et sont chacune dans un plan fixe; c’est ce qui permet d’ob- 
tenir facilement par points l’épure de la quartique gauche donnée. 

Remarque. — Au lieu d’être donnée par huit points, la quartique 
gauche peut être donnée comme intersection de deux surfaces du 
second ordre circonscrites au tétraedre ABCD, et déterminées chacune 
par cinq points. Aux points de la quartique considérée correspondent 
les génératrices de la congruence du premier ordre commune à deux 


complexes du premier ordre donnés chacun par cinq droites. 
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Prosiéime VIII. — Determination du huitième point associé aux points 
A, B, C, D, I, 2, 3. 


On considère dans le plan (e — w,) la conique tangente à w, et aux 
quatre traces de ce méme plan sur les faces du tetraedre 9; la droite w, 
correspondante au huitieme point associé, est la sixieme tangente que 
l’on peut mener à la conique considérée par le point (x — w,), pris 
sur l’une des cing tangentes qui la déterminent. 

On voit que la solution de ce dernier probleme exige seulement 
l'emploi de la règle. 


PROBLÈME IX. — Trouver les deux derniers points communs a trois sur- 
faces du second ordre qui passent par six points communs et sont deéter- 
minées chacune par trois autres points donnes. 


Aux surfaces considérées correspondent trois complexes du premier 
ordre, qui ont en commun le faisceau du premier ordre (r,e), et qui 
sont déterminés chacun par trois autres droites connues. On cherche 
le pôle et Ic plan du deuxième faisceau du premier ordre commun aux 
trois complexes considérés, ce qui est d'ailleurs facile, car le plan de 
ce faisceau passe par €, el son pôle est situé dans le plan x. On est 
alors ramené à chercher les deux droites du complexe £,, qui sont 
situées dans un plan connu et passent par uu point donné de ce plan. 

Remarquons que le problème précédent pourrait aussi s’enoncer 
de la manière suivante : Trouver, sur une surface du second ordre donnee 
par neuf points, les deux dernières traces d'une quartique gauche menée 
par six des points donnés et par deux autres points pris arbitrairement 
dans l'espace. La résolution de ce dernier problème exige l'emploi de 
la regle et du compas, ce qui est tout naturel, puisqu'il est du second 
degré. 

Prontime X. — Trouver la dernière trace d'une cubique gauche donnee 
par six points À, B, C, D, 1, 2, sur un plan mené arbitrairement par 
deux de ces points À et B. 

La droite w, correspondante au point M cherché, est l'intersection 
des plans menés par le point e et par les droites ¢ et on. 


Tangentes au point G à la cubique. — Si l'on prend pour plan v le 
plan ABC, la construction précédente donne la tangente au point C. 
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PROBLÈME XI. — Mener par un point donné 3 la droite qui s'appuie en 
deux points sur la cubique gauche À, B, C, D, 1, 2. 


La droite w, et les quatre traces du plan (e --- w,) sur les faces du 
tétraè:lre 0 enveloppent une conique; les tangentes à cette conique cor- 
respondent aux points de la droite cherchée. 


Determiner les deux points où la droite s'appuie sur la cubique. — A la 
cubique correspondent les génératrices d’un cône ayant pour sommet 
le point e et dont on connaît cinq génératrices; les droites correspon- 
dantes aux deux points cherchés sont celles suivant lesquelles le plan 
(e — w,) coupe le cône considéré. 


Déterminer sur la droite considérée le conjugué harmonique du point 
donne 3 par rapport aux deux points où cette droite s'appuie sur la cu- 
bique donnée. — La droite correspondante au point cherché est la 
deuxième tangente que l’on peut mener à la conique considérée plus 
haut par la trace de w, sur la polaire dee. 


ProBLènE XII. — Determiner le point commun a tous les plans polaires 
d'un point fire donné 3 par rapport à toutes les surfaces du second ordre, 
qu passent par une cubique gauche donnée A, B,C, D, ı, 2. 


Ce point est précisément le conjugué harmonique du point donné 3, 
par rapport aux deux points où la droite, menée par ce point et s’ap- 
puyant sur la cubique, rencontre cette cubique; il s'obtient donc comme 
nous l'avons vu au problème précédent. 


ProBLÈME NII. — Determiner la droite commune a tous les plans po- 
laires d'un point fixe 3 par rapport aux surfaces du second ordre, qui 
passent par une cubique gauche donnée A, B, C, D, 1, 2 et par un point 4 
pris hors de cette cubique. 


On obtient un premier point de cette droite comme on l’a vu au pro- 
bleme précédent. Si maintenant on désigne par & la droite menée par 
le point 4 et s'appuyant sur la cubique, le plan (3 — 5) rencontre cette 
cubique en un troisieme point G, facile à obtenir; la droite 3,G ren- 
contre à son tour la droite § en un certain point K; le conjugué har- 
monique du point 3, par rapport aux deux points G et K, est un 
deuxième point de la droite cherchée. 
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PROBLÈME XIV. — Déterminer le point commun à tous les plans polaires 
d'un point fixe M par rapport aux surfaces du second ordre qui passent 
par sept points À, B, C, D, ı, 2, 3. 


En considérant la cubique A, B, C, D, 1, 2 et le point 3 pris horsde 
cette cubique, on obtient, comme on l’a vu au problème précédent, 
une droite sur laquelle se trouve le point cherché. De même, en con- 
sidérant la cubique A, B, C, D, ı, 3 et le point 2, on obtient une 
deuxième droite sur laquelle se trouve le point cherché. 


PROBLÈME XV. — Determiner la droite commune a tous les plans polaires 
d’un point fixe M par rapport aux surfaces du second ordre qui passent 
par huit points donnés À, B, C, D, ı, 2, 3, 4. 


En associant successivement à six des points donnés les deux der- 
niers points donnés, de manière à obtenir deux groupes distincts de 
sept points, on obtient, comme on l’a vu au problème précédent, deux 
points de la droite cherchée. 


Remarque. — On pourrait faire, relativement au tracé des courbes 
sur la surface du second ordre et à la représentation de cette surface 
sur un plan, des remarques analogues à celles faites plus haut pour les 
surfaces du troisième ordre. À toute courbe que l’on sait décrire dans 
le plan ou dans l’espace correspond une courbe que l’on sait tracer sur 
une surface du second ordre. On pourrait aussi, de la même manière, 
transporter aux courbes tracées sur une surface du second ordre cer- 
taines propriétés descriptives des courbes planes. 

Nous allons maintenant terminer celte étude par des notes relatives 
aux divers sujets que nous y avons traités. On obtiendrait d’ailleurs faci- 
lement, par la méthode des polaires réciproques, des propriétés de dix 
plans tangents à une surface du second ordre, de neuf plans tangents 
à une développable de quatrième classe, de huit plans associés, et enfin 
de sept plans tangents à une développable cubique. 
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CHAPITRE IV. 


I. — Sur une forme particulière de la propriété de dix points d'une surface 
du second ordre. 


26. Considérons deux coniques 9 et 9’ conjuguées au triangle de ré- 
férence ABC: leurs équations sont de la forme 


(1) ax + by*® +cs? =0, 
(2) axvi+ b'y?+c's!= 0. 

Si l’on désigne par «, ß, y les coordonnées d’un point quelconque M 
du plan, les équations des deux polaires de ce point par rapport aux 
coniques considérées sont 


(3) aax +bBy +cys =0, 
(4) aaz+b'By+cys=o. 


Si maintenant on écrit que le point p. de rencontre des droites (3) 
et (4) décrit une droite, on a, pour le lieu de M, une équation de la 
forme 


(5) 2 p(ab'— ba')aß=o. 


Le lieu de M est donc une conique; c’est d’ailleurs la un résultat 
connu. On sait effectivement que, sip. engendre une courbe de degré n, 
M décrit une courbe de degré 27, circonscrite au triangle de refe- 
rence. 

On peut d’ailleurs faire passer la conique (5) par deux points quel- 
conques ı et 2 du plan; il suffit pour cela de prendre, pour la droite 
que doit décrire x, celle qui passe par les deux points 1 et2. On obtient 
ainsi le théorème suivant : 


THÉORÈME (Propriété de six points d'une conique). — Sz l’on con- 
sidere deux coniques 9 et 9', conjuguees au triangle ayant pour sommets 
trois de ces points, les deux polaires de chacun des trois autres points. 
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par rapport a gel CE se coupent respectivement en trots points suues en 
ligne droite. 


27. Nous allons montrer que la propriété précédente de six points 
d'une conique peut être transportée, dans les mêmes termes, aux sur- 
faces du second ordre. 

Considérons deux surfaces du second ordre S et S, conjuguées au 
tétraedre de référence; leurs équations sont de la forme 


(6) art + by? + cs + du? =o, 
(7) a'z?+ b'y*+c's?+d'ut=o. 


Si l’on désigne par x, B, y, 6 les coordonnées d'un point quelconque 
M de l’espace, les équations des deux plans polaires de ce point par 
rapport aux surfaces considérées sont 


(8) aaı +bBy +eys +döu =o, 
(9) daxz+b'By +c'ys + d'ôu —o. 


Si maintenant on écrit que la droite w, intersection des deux plans 
(8) et (9), appartient à un complexe du premier ordre, on a pour le 
lieu de M une équation de la forme 


(10) Zp(ab'— ba')25 — 0. 


Le lieu de M est donc une surface du second ordre circonscrite au 
tétraëdre de référence. On peut d’ailleurs faire passer la surface (10) 
par cinq points quelconques r, 2, 3, 4, 5 de l’espace; il suffit pour 
cela de prendre, pour le complexe sur lequel doit se déplacer w, celui 
qui est determine par les cinq droites w,, w,, &,, &,, Ws. 

Quand le point M est quelconque dans l’espace, la droite w appartient 
à un complexe du second ordre 2; ce complexe est un complexe té- 
traédral qui admet pour tétraèdre principal le tétraèdre de référence. 
Ce complexe peut être défini comme le lieu de la droite w telle que ses 
deux conjuguées par rapport aux deux surfaces Set S’ soient concou- 
ranles. 

Quand M décrit la surface du second ordre (10), © engendre en 
réalité une congruence du second ordre; mais on verrait comme plus 
haut qu’il suffit de lui imposer d’appartenir à un complexe du premier 
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ordre. De là résulte une propriété de dix points d’une surface du se- 
cond ordre, de laquelle on déduit simplement les propriétés analogues 
pour la quartique gauche, pour le groupe de points associés, et pour 
la cubique gauche; on obtient ainsi les théorèmes suivants : 


TuéorèMEs XVIII, XIX, XX, XXI. — (Propriétés: 1° de dix points 
d’une surface du second ordre; 2° de neuf points d’une courbe gauche 
du quatrième ordre; 3° de huit points associés; 4° de sept points d'une 
cubique gauche). — St l’on considere deux surfaces quelconques du se- 
cond ordre S et S', conjuguees au tétraëdre ayant pour sommets quatre 
de ces points, les deux plans polaires de chacun des autres points, par rap- 
port aux deux surfaces S et S’, se coupent respectivement : 

1° Suwant six droites, qui appartiennent à un même complexe du pre- 
muer ordre ; 

2° Suivant cing droites, quı appartiennent a une même congruence du 
premier ordre ; 

3° Suwant quatre génératrices d’un même systeme d'un hyperbo- 
loide ; 

4° Suivant trois droites dont les traces, sur chacune des faces du te- 
traëdre considéré, sont en ligne droite. 


La méthode des polaires réciproques donne immédiatement les pro- 
priétés corrélatives de celles que nous venons d’énoncer. 


II. _ Sur la congruence tétraédrale. 


28. A tout point M de la surface du second ordre S, correspond une 
droite w située sur la congruence tétraédrale (X,, 2, ); cette congruence 
est ainsi formée de droites comme la surface du second ordre est formée 
de points; on peut alors, à l’aide de toute propriété descriptive de S,, 
énoncer immédiatement une propriété de la congruence considérée. 

On sait, par exemple, que par un point de S, passent deux génératrices 
de cette surface, qui d’ailleurs peuvent être réelles ou imaginaires; de 
même : Par une droite de la congruence tétraédrale on peut toujours faire 
passer deux hyperboloides, formes de generatrices de la congruence et 
inscrits dans le tétraèdre principal de la congruence. 
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Au double système de génératrices de la surface S, correspondent, 
sur la congruence tétraédrale, deux systèmes d’hyperboloides inscrits 
dans le tétraèdre principal et qui jouissent de la propriété suivante : 
Deux hyperboloides inscrits dans le tétraèdre principal et de même svs- 
tème n'ont jamais de droite commune ; au contraire, tout hyperboloide 
inscrit d'un systeme a une droite commune avec chacun des hyperboloides 
inscrus de l'autre système. 

On sait de même que, par un point de la surface S,, on peut tracer 
sur cette surface deux cubiques gauches circonserites au tétraëdre 
ABCD; de même : Par une droite de la congruence tetraédrale on peut 
toujours faire passer deux hyperboloides, formées de generatrices de la 
congruence, el circonscris à son letraedre principal. On obtient ainsi sur 
la congruence tétraédrale deux systèmes d’hyperboloides circonscrits 
au tétraedre principal, et pour lesquels on pourrait énoncer une pro- 
priété analogue à celle du double système d’hyperboloides inscrits. 
On a, en outre, en transformant une propriété connue des systèmes 
de cubiques et de droites appartenant à S,, la propriété suivante : 
Chaque hyperboloide inscrit d'un système a une droite commune avec 
chacun des hyperboloides circonscrits d'un des deux systèmes, et deux 
droites communes avec chacun des hyperboloides circonscrits de l'autre 
système ; el inversement. 

On sait, d'autre part, que toutes les génératrices d'un système de 
S, sont rencuntrées par quatre génératrices de l’autre système, sui- 
vant un rapport anharmonique constant ; on peut alors désigner par 
rapport anharmonique de quatre droites, appartenant à un même 
systeme de génératrices d’un hyperboloide, le rapport anharmonique 
constant suivant lequel ces quatre droites coupent une généra- 
trice quelconque, appartenant à l’autre système de ce même hyper- 
boloide. Cette dénomination étant adoptée, on a la propriété suivante 
de la congruence tétraédrale : Le rapport gnharmonique des quatre 
droites suivant lesquelles un hyperboloide inscrit quelconque de Tun des 
systèmes est rencontré par quatre hyperboloides inscrits de l’autre systeme 
est constant. On a d’ailleurs une propriété analogue pour les hyper- 
boloides circonscrits au tetraedre principal. 


EXTENSION DU THEOREME DE PASCAL A LA GÉOMÉTRIE DE L'ESPACE. S. 57 


III. — Sur certaines propriétés de la cubique gauche. — Étude du cas où, 
parmi les éléments donnés pour déterminer une surface du second ou 
du troisième ordre, il entre une cubique gauche. 


29. Si l’on cherche le lieu du point M, tel que les plans menés par 
ce point et par trois droites fixes non concourantes .t, vs, © rencon- 
trent respectivement trois autres droites fixes «, ß, y suivant trois 
points &, n, ¢ situés en ligne droite, on trouve, pour ce lieu, une cu- 
bique gauche 9 admettant pour cordes les trois droites &, vb, ©. On 
peut d’ailleurs disposer des droites «, 8, y de manière à faire passer la 
cubique 9 par trois points D, E, F pris arbitrairement dans l’espace ; 
il suffit, par exemple, de prendre pour « la droite menée par D et s’ap- 
puyant sur les deux droites (SE— CE), (4F—%F); et de même 
pour ß et y les droites déduites de « par permutation circulaire; on 
obtient ainsi le théorème suivant : 


TuéorRÈME XXII (Propriété de trois cordes non concourantes «, 
üb, © et de quatre points D, E, F, M d’une cubique gauche.) — Si 
l’on designe par « la droite menée par D et s'appuyant sur les deux 
droites («E— SE), (4F — WF), et par B et y deux droites déduites 
circulairement de la premiere, les trois plans AM, WM, eM rencontrent 
respectivement les droites fixes a, ß, y suivant trois points situés en ligne 
droite. 


De ce théorème résulte, pour la cubique gauche 9 donnée par trois 
cordes non concourantes, un mode de description par points qui nous 
parait plus simple que ceux indiqués jusqu'ici. 

Imaginons, par exemple, que l’on veuille la dernière trace M de la 
cubique 9 sur un plan v mené arbitrairement par la corde €. Par le 
point € où le plan v est rencontré par la droite fixe y, on mène la droite 
qui s'appuie respectivement, en & et y, sur les deux autres droites 
fixes « et ß. Le point M cherché de la cubique est le point de ren- 
contre des trois plans v, (A — &), (% —n). 


30. Si maintenant on cherche le lieu du point M, tel que le plan 
(&, n, 6) enveloppe un point, on trouve une surface du troisième ordre 
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S, passant par les droites 4, wb, € et par la cubique 9. On peut d’ail- 
leurs faire passer cette surface par trois points 1, 2, 3 pris arbitraire- 
ment dans l’espace ; il suffit pour cela de choisir, pour le point-enve- 
loppe considéré, le point de rencontre des plans correspondants aux 
points ı, 2, 3. On a alors le théorème suivant : 


Tuéortme XXIII (Relation entre les éléments suivants d’une surface 
du troisième ordre : 1° trois droites non concourantes 4, %, €; 
2° une cubique gauche © admettant 4, wb, € pour cordes et déter- 
minée par trois points D, E, F; 3° quatre points 1, 2, 3, 4). — Su, 
désignant par a la droite menée par D et s'appuyant sur les deux droites 
(LE — cE), (4F — WF), et par B et y deux droites deduies circulaire- 
ment de la premiere, on fait correspondre à tout point M de l'espace le 
plan P mené par les traces respectives des droites fixes a, B, y sur les plans 
LM, M, EM, les quatre plans correspondants aux derniers points de la 
surface se rencontrent en un même point. 


APPLICATIONS. 


PROBLÈME I. — Déterminer, sur la surface S,, la dernière trace d’une 
droite quelconque L s'appuyant sur deux droites données À, w. 


Désignons par e le point de rencontre des trois plans P,, P,, P,,. 
point qui d’ailleurs se détermine une fois pour toutes. Les plans AL, 
vw L rencontrent respectivement les droites « et ß en deux points que 
nous appellerons & et n. Si l’on désigne par € la trace de la droite fixe 
+ sur le plan Eye, le point cherché M de la surface est la trace de la 


droite L sur le plan CZ. 


PROBLÈME II. — Trouver les deux droites de la surface, qui s appuient 
sur deux des droites données, 4 et par exemple. 


Désignons par Let L’ les deux droites cherchées. Si l’on exécutait 
sur ces deux droites les constructions indiquées au problème précé- 
dent, on devrait trouver que le plan et, qui détermine M, est indé- 
termine; cela exige que le point ¢ lui-mème soit indetermine. II faut 
alors, ou que les trois points &, n, € soient en ligne droite, ou que le 
plan Eye passe par la droite +. Si donc on mène par € la droite qui 
s'appuie en & et n sur les deux droites « et B, les plans LE, wb se cou- 
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pent suivant une droite L appartenant à S,. De même, si l'on désigne 
par & et n’ les traces des droites « et ß sur le plan ey, les plans LE’, 
Wr se coupent aussi suivant une droite L’ de la surface. Les deux 
droites ainsi obtenues L et L’ sont les droites cherchées. La recherche 
des droites L et L’ est un problème du second degré, si l’on a pu le 
résoudre ici avec la règle seulement; cela tient à ce que, dans le cas 
étudié, les deux droites L et L’ jouissent de propriétés distinctes et 
sont en quelque sorte séparées ; effectivement L’ rencontre en un point 
la cubique donnée 9, tandis que L ne rencontre pas cette cubique. 


PROBLÈME II]. — Mener par deux points donnés 1 et 2 une cubique 
gauche Ÿ, qui admette pour corde les trois droites &, W%, © et qui s’ap- 
pute en deux points sur la cubique donnée 9. 


Toutes les surfaces du troisième ordre, qui passent par les droites 
Ar wb, ©, par la cubique 9 et par les points 1 et 2, passent aussi par la 
cubique Ÿ; par suite, lorsqu'un point M décrit la cubique Ÿ, le plan P 
correspondant à ce point tourne autour de la droite (P, — P,). 


31. Dans le cas où les trois droites 4, vb, © se coupent deux à deux 
en trois points A, B, C, la cubique gauche 9 passe par ces trois points, 
de plus la surface S, admet ces mêmes points comme points doubles; 
on obtient ainsi, à l’aide des théorèmes précédents, des théorèmes que 
l’on peut énoncer immédiatement. Il en résulte une détermination 
très simple de la cubique gauche donnée par six points. 

Si l’on suppose, en outre, que le point e soit dans le plan ABC, la 
surface S, se dédouble, elle se compose de ce plan ABC et d’une sur- 
face du second ordre S, déterminée par la cubique 9 et par les deux 
points ı et 2 pris hors de cette cubique. On obtient ainsi le théorème 
suivant : 

Tu£oreme XXIV (Relation entre une cubique 9, déterminée par six 
points A, B, C, D, E, F, et trois points quelconques ı, 2, 3, apparte- 
nant à une même surface du second ordre). — St, désignant par « la 
droite menée par D et s'appuyant sur les droites EB et FC, et par B et y 
deux droites déduites circulairement de la premiere, on fait corres- 
pondre à tout point M de l’espace le plan P mené par les traces res- 
pectives des droites fixes a, B, y sur les plans BCM, CAM, ABM, le plan 
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en un point. Une surface o est engendrée par des cubiques 9 comme 
le plan est engendré par des droites. 

Au double système de génératrices de la surface S, correspond, sur 
S,, un double système de cubiques 9. Deux cubiques 9 du même sys- 
tème n'ont aucun point commun, une cubique quelconque 9 d’un sys- 
teme rencontre en un point toutes les cubiques © de l’autre système. 
Il est d’ailleurs entendu que l’on ne compte pas, dans ce qui précède. 
le point E commun à toutes les cubiques 9. De plus, si l’on adopte la 
dénomination indiquée plus haut pour le rapport anharmonique de 
quatre points pris sur une cubique, on a la proposition suivante : 
Toutes les cubiques 9 d’un système sont rencontrées dans le même rap- 
port anharmonique par quatre cubiques 9 de l'autre système. 

Aux coniques tracées sur S, correspondent sur S, des courbes gau- 
ches unicursales du sixième ordre, admettant pour point double le 
point E. Toute surface s coupe S, suivant une pareille courbe, que 
nous désignerons par }. Toute courbe 4 est déterminée par trois 
points. Aux plans tangents à S, correspondent des surfaces s qui cou- 
pent S, suivant deux cubiques gauches © appartenant, l'une à un 
systeme, l’autre à l’autre système. 

Si l'on considère quatre surfaces os passant par une même cubique 5, 
une autre cubique 9 quelconque est rencontrée par ces quatre sur- 
faces suivant un rapport anharmonique constant, que l’on peut prendre 
pour expression du rapport anharmonique des quatre surfaces consi- 
dérées. 

Si l’on considère sur deux cubiques 9, non concourantes, deux 
systemes de points homographiques, la cubique 9, qui joint deux 
points homologues des deux systèmes, engendre une surface du troi- 
sieme ordre. Les deux cubiques fixes appartiennent à l’un des systèmes 
de la surface et la cubique mobile à l’autre. 

Si l’un considère sur une surface S, deux cubiques 9 d’un même 
système, les deux rapports anharmoniques des quatre surfaces s me- 
nées par ces deux cubiques et par quatre points de la surface sont 
égaux. En d'autres termes, si l’on considère deux faisceaux homogra- 
phiques de surfaces 5, la cubique 9, intersection de deux surfaces ho- 
mologues, engendre une surface du troisième ordre. 

Une cubique 9 rencontre généralement la surface S,, abstraction faite 
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du point E en deux points. Si l’on considère des cubiques 9 menées 
par un même point M de l’espace, le lieu du conjugué harmonique de 
M, pris sur une cubique 9 par rapport aux deux derniers points de ren- 
contre de cette cubique avec S,, est une surface s que nous appellerons 
surface polaire de M; inversement nous dirons que le point M est 
le pôle de cette surface c. On a, relativement à un point et à sa surface 
polaire, les propriétés suivantes : 


Quand un point M se meut sur une surface o, la surface © polaire de M 
tourne autour d’un point fixe, qui est le pôle de la premiere. 

Réciproquement, quand une surface © tourne autour d'un point fixe, son 
pôle décrit la surface o polaire de ce point. 

Quand un point M décrit une cubique 9, la surface © polaire de ce point 
tourne autour d une deuxième cubique 9' et inversement. Les cubiques 9 
et &’ sont dites conjuguées. . 

Si l’on considère quatre surfaces s formant un tétraëdre curviligne, et 
tel que chaque sommet de ce tétraëdre aut pour surface polaire la surface 
co qui lui est opposée, on dit que le tétraëdre ainsi obtenu est conjugue à 
la surface S,. On a pour une surface S, et pour un tétraëdre conjugué des 
propriétés analogues à celles que présentent une surface du second ordre 
el un tétraëdre conjugué à cette surface. 

Le complexe des cubiques 9, qui sont rencontrées suivant un ‘rapport 
anharmonique constant par les faces d’un tétraédre curviligne formé de 


surfaces o, a des propriétés analogues à celles du complexe letraedral de 
droites. 


V. — Sur une propriété générale des fonctions algébriques, et la méthode 
qui en résulte pour trouver une relation entre N + ı éléments apparte- 
nant à une même forme géométrique déterminée par N d'entre eux. 


33. Imaginons qu’un élément géométrique dépende de p coordon- 


nées x, y, 5, ..., 3 Si l’on donne entre les coordonnées de cet élé- 
ment une relation 


(1) F(z, y, ..., ¥)=0, 


l'élément considéré engendre une certaine forme géométrique, que 
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nous appellerons connexe; si l'équation (1) est du degré n, nous di- 
rons que le connexe est du degré rn, et nous le représenterons par 2,. 

Si le connexe &, est déterminé par N éléments M, il existe une rela- 
tion entre N + ı éléments de ce connexe; nous nous proposons d’indi- 
quer comment on peut obtenir cette relation, dans le cas où I’ équation 
du connexe est algébrique. 

Designons par &, le connexe du premier ordre à p variables, donné 
par une équation du premier degré entre ces variables; ce connexe est 
déterminé par p éléments M; il se compose de ces éléments M, de la 
_méme manière qu'un plan se compose de points. En général, p con- 
nexes À, se coupent suivant un élément M et un seul. 

En résumé, d’une part, il existe une relation entre N + 1 éléments M 
appartenant à un méine connexe Z,; d'autre part, il existe aussi une 
relation entre p+ 1 connexes %,, qui ont un élément M commun; nous 
nous proposons de ramener la première de ces relations à la seconde. 

Pour cela désignons par F,= 0, F, =0, F;=0, ..., F,,,— 0 les 
équations de p + ı connexes d’ordren ap variables, qui onten commun 
N — p éléments M. 

Désignons de même par 9,= 0, 9: = 0, 93= 0, ..., Gps, =O les 
équations de p + ı connexes du premier ordre à p variables, n'ayant 
aucun élément commun, ce qui est d’ailleurs le cas general. 

Enfin représentons par x,y’, 2’,..., w’ les coordonnées d’un ele- 
ment quelconque M’, et par F,, F,. F,, -.., F,,, ce que deviennent les 
fonctions F,, F,, F;, ..., F,,,, quand on y remplace les variables 
L,Y, 2, ..., w par les coordonnées de l'élément M’. 

Ou peut faire correspondre à tout élément M’ de l’espace le connexe 
du premier ordre à p variables w, donné par l'équation 


(1) Fi 9ı+ F,92+: For Qp41 = 0. 


Si maintenant on imagine que le connexe w soit assujetti à com- 
prendre un élément fixe M,, dont les coordonnées sont 25, yo, ..., wo, 
le lieu de l'élément M’ correspondant à w est un connexe donné par 
l'équation 
(2) Fo + Frog +... +F,,,09,,=09, 


OÙ Fis Pas ces Ppa, représentent ce que deviennent les fonctions 9,, 
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commun une congruence (p — 2)*"° du premier ordre. Nous désignons 
d’ailleurs par congruence (p — 2 )*™* du premier ordre l’ensemble des 
éléments M communs à p — 1 connexes du premier ordre. Une pareille 
congruence se compose d'éléments M, comme une droite se compose 
de points. 

Il reste maintenant à faire voir comment on peut donner du mode 
de correspondance indiqué entre M et w une définition géométrique. 
Les deux connexes F,— 0, F,= o ont en commun une congruence 
premiere (F,, F,); cette congruence et |’élement M déterminent un 
connexe d'ordre nr et un seul; quand M décrit un pareil connexe, w 
passe par un élément fixe. En associant ainsi l’un quelconque des con- 
nexes F,= 0, F,=0, ..., F,.,= 0 avec les p autres, on obtient p 
éléments appartenant à w. Le connexe w du premier ordre à p varia- 
bles est alors déterminé par p éléments connus, de la même manière 
qu'une droite, c’est-à-dire un connexe du premier ordre à deux varia- 
bles, est déterminée par deux points. 

Nous nous proposons d'étudier, dans un prochain Mémoire, à l’aide 
du théorème précédent, les propriétés descriptives des connexes. 
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